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Las reacciones limitadas por difusion:
coagulacion (A+A— A)y
aniquilacién (A + A — 0) modeladas mediante
caminatas aleatorias en redes.

Resumen

En esta tesis se estudia analiticamente y mediante simulaciones de Monte Carlo las reacciones
controladas por difusién, en las que las particulas intervinientes son de una tinica especie: A. Se
consideran los casos especificos de coagulacién (A + A — A) y aniquilacién (A + A — 0). El
movimiento de las particulas se modela como una caminata aleatoria de tiempo continuo: “continuous-
time random-walk (CTRW)”, en redes. Se desarrollan métodos de cilculo para obtener la evolucién de
la poblacién de particulas para todas las dimensiones espaciales, d. Para d = 1 se estudia también
la distribucién espacial de las mismas durante la reaccién, se considera el caso de aniquilacién con un
ingreso de particulas a un ritmo constante y se establece el isomorfismo entre aniquilacién-difusién y la
relajacién del modelo de espines de Ising. La teorfa desarrollada se aplica fundamentalmente a estudiar
el efecto de la incorporacién de distribuciones estables y fractales en estos modelos. Para facilitar la
lectura este trabajo ha sido organizado en tres partes:

La primera parte trata la formulacién del CTRW desde el punto de vista de procesos de renovacién,
incorporando aspectos fractales en el espacio y en el tiempo.

La segunda parte inicia el estudio de las reacciones de coagulacién y aniquilacién haciendo uso
del esquema CTRW para modelar el movimiento de las particulas.

La tercera parte estudia el efecto de la incorporacién de distribuciones estables en estas reacciones.
Estas distribuciones estables pueden originar distribuciones fractales. Los aspectos que se consideran
son: a) El efecto de una distribucién (espacial) inicial fractal de las particulas en la red; b) el efecto de
la difusién anémala en sus dos posibilidades: b;) subdifusién, modelada mediante un CTRW de tiempo
fractal, y bo) super difusién, modelada como un CTRW fractal (“Lévy-walk” y “Lévy-flight” en tiempo
continuo).

En todos los casos los resultados analiticos obtenidos se comparan con simulaciones numéricas.
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The diffusion-limited reactions: coalescence
(A+ A — A) and annihilation (A+ A — 0)
studied as continuous-time random-walks on
lattices.:

Abstract

This thesis analyses the single species reactions controlled by diffusion of coagulation (A+A — A)
and annihilation (4 + A — 0). The diffusion is modeled as a continuous-time random-walk (CTRW)
on lattices. In this framework, a theory for the particle number as function of the time for all spatial
dimensions, d, is developed.

The first part of this work deals with the formulation of a CTRW scheme from the point of view
of the “renewal-process” theory, incorporating the fractal aspects of space and time.

The second part applies the CTRW scheme to the coagulation and annihilation models of diffusion-
limited reactions. Exact results along the entire course of the reactions are obtained for d = 1. For
higher dimensions the theory describes approximately the evolution of the systems and offers exact
results in the short and long time regimes. The exacteness of the transient description improves for
increasing dimensionality, and the theory can be considered to be (quasi)exact up to d > 3 for the entire
course of the reactions.

The last part studies the main relevant fractal aspects in these reactions. The aspects which are
examined are: a) The effect of an initial fractal particles distribution on the lattice; b) The effect of
anomalous diffusion in both its possibilities: b;) subdiffusion, modeled by means of fractal-time CTRW,

and by) enhanced diffusion, modeled as a fractal CTRW (Lévy-walk and Lévy-flight in continuous time).

2This work is dedicated, in the first pla: :, to any researcher and/or student who can find something useful or helpful
in it. At the best of the author’s knowledge all previously known results closely related to the matter of this work are
explicitly referenced. All non-referenced results, approaches or ideas here presented are new. (In a similar way, it is
expected from all who take directly or indirectly advantage of this thesis to cite it properly).
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Introduccion

Las reacciones de

coagulacién o coalescencia: A+A—- A

y
aniquilacién: A+A-0,

donde “0” representa un producto inerte, ocupan un lugar destacado en la teorfa general de reaccidn-
difusidn, por la gran diversidad de sus aplicaciones [1] no sélo en la Fisica sino también en muchos

contextos de Biologfa, tipicamente en Ecologia y en modelos de propagacién de especies, epidemias, etc.

Probab!ementé la primera reaccién de este tipo extensamente estudiada es la fotodimerizacién de
antraceno en solucién [2], en la cual A+A - Ay (A = antraceno). Otro ejemplo tipico es la reaccién de
recombinacién excitén-excitén [29]. Especificamente, dos excitaciones triplete (T') se fusionan y forman
una Unica excitacién singlete (S): T+ T — S. Ambos reactantes son radioactivos, en el sentido de que
son metaestables y la concentracién puede ser medida como funcién del tiempo (T produce luz verde,
S luz ultravioleta). Esta es una reaccién limitada por difusién que tiene lugar en un cristal [3]. Otro
ejemplo de este tipo es la solucién sélida CyoHg/CioDg. Aquf los excitones estdn confinados a una séla
especie isotépica (CioHzg) [4).

Otras aplicaciones son en el estudio de aniquilacién de particulas-antiparticulas [28], reacciones
binarias en una dimensién [27], procesamiento de imégenes [30, 31], etc.

Algunas de estas aplicaciones son A“indirectaé”, puesto que los métodos para ellas desarrolladas
sirven para otros tipos de problemas que no tienen relacién con las reacciones. Por ejemplo, reciente-
mente se demostrd la dualidad exacta entre el modelo unidimensional de Ising a temperatura cero y
difusién-aniquilacién (35, 227].

Estos modelos en los que intervienen una séla especie de particulas son los ejemplos més simples
de reaccién-difusién, y por eso sirven de paradigma de la interrelacién de los procesos de transporte y

reaccién. La cinética quimica describe estas reacciones mediante las ecuaciones
d 2
T Ct) = —er C*(t) (0.1)

que srponen una condicién de mezclado fuerte durante toda la reaccién, tal que no existan fluctua-
ciones en la densidad local de particulas. En este esquema, cada particula puede reaccionar con igual

probabilidad con cualquiera de las otras particulas presentes, sin consideracién de la distancia que las



separe y a un ritmeo proporcional a K, que no varfa durante el transcurso de la reaccién. En efecto, en
esta ecuacién la concentracién C(t), de particulas “A” al tiempo ¢, no depende de la variable espacial

ni de la dimensionalidad del sistema. Su solucién es del tipo
cit)y~t! (0.2)

a tiempos largos. La ley t~! es la clasica® evolucién temporal de la poblacién de particulas segiin la
cinética quimica.

Sin embargo, en un estudio més detallado de estas reacciones surgen inmediatamente dos tiempos
caracterfsticos involucrados: 1) el tiempo caracteristico para el encuentro de dos particulas tipicas (el
tiempo de difusién) y 1) el tiempo caracteristico para que se produzca la reaccién, una vez que las

particulas se encontraron (el tiempo de reaccién).

Cuando el tiempo de reaccién es mayor que el tiempo de difusién, se dice que se esta en un caso
limitado por reaccidn. En esta situacién, ecuaciones tipo campo medio como la (0.1) o similares, que
hacen uso de la hipétesis de mezclado fuerte, describen correctamente la evolucién de la poblacién de

particulas a tiempos largos.

La otra situacién aparece mas frecuentemente en las aplicaciones y es un caso maés complicado
de tratar puesto que la existencia de un “tiempo de difusién” no nulo da lugar a fluctuaciones en la
concentracién local de particulas [5]: el sistema se aparta fuertemente de la hipétesis de la cinética
quimica acerca de la distribucién homogenea durante la reaccién. Este es el caso de reacciones limitadas
por difusién, el cual es el tema de estudio del presente trabajo. Se supone que las particulas realizan
movimientos brownianos independientes y que las reacciones ocurren instantineamente al encuentro
de dos particulas. En el modelo de coagulacién la reaccién consiste en una interaccién de “fusién” o
“coalescencia”® dando lugar a la desaparicién de una particula y a la sobrevivencia de la otra®. En el
modelo de aniquilacién la reaccién consiste en la desaparicién de ellas (por ej. si son excitaciones), o en
la transformacién de las dos particulas en un producto inerte, que no interactiia con las particulas re-
manentes.

Las reacciones limitadas por difusién han sido motivo de una constante investigacion desde los
trabajos pioneros de Smoluchowsky [6]. El interés por este problema aumenté considerablemente en los
dltimos afios por su importancia en aplicaciones tecnolégicas y la factibilidad de su estudio mediante

simulaciones de Monte-Carlo. De hecho, las leyes de decaimiento de las reacciones generalmente se

3¢l adjetivo “clisico” es de uso habitual en el contexto de reacciones para referirse a aquellas soluciones o ecuaciones es-
tudiadas tradicionalmente en la cinética quimica de las reacciones (y no tiene ninguna relacién con el uso como distincidén
de la “fisica cudntica”).

* A lolargo de todo este trabajo, y como es de uso general en la literatura acerca de reacciones, se usaran indistintamente
los términos ceagulacidn o coalescencia para referirse a la misma reaccién, A + 4 = 1.

*la interpretacién de cudl particula sobrevive y cudl desaparece no es siempre trivial. Ademds, puede interpretarse que
las dos desaparecen y que se genera instantdneamente una nueva, idéntica a las demds, dependiendo del sistema fisico en
estudio. Este es un punto de discusién importante a considerar en detalle en el capitulo 13.



descubren hoy en dia primero mediante experimentos con computadoras, luego mediante argumentos
de escala que procuran justificarlos, siguen aproximaciones analiticas que generalmente mezclan hipétesis
tipo campo medio y por ultimo, en los pocos casos hasta ahora conocidos, se obtienen algunas soluciones
exactas a todo tiempo (que, a veces, corrigen los resultados previos).

A diferencia de las ecuaciones de la cinética quimica, en el estudio de las reacciones limitadas por
difusién la dimensionalidad del sistema juega un rol fundamental. En general se encuentra que por arriba
de una dada dimensién (dimensién critica superior) valen los resultados cldsicos de la cinética quimica.
Esto es debido simplemente a que el incremento de grados de libertad espaciales en el movimiento
favorece el mezclado durante la reaccidn.

Por ejemplo, para coagulacién y aniquilacién es bien conocido que ambas reacciones pertenecen
a la misma clase de universalidad [32], exhibiendo leyes de decaimiento de la concentracién del tipo de
potencia: para estructuras fractales de dimensién espectral d, se encuentra, mediante simulaciones y
argumentos de escaleo, que para d, > 2 vale el resultado cldsico C(t) ~ 1/t, pero para d, < 2 la cinética
de la reaccién es afectada considerablemente por las fluctuaciones de la densidad local de particulas,

cambiando a la forma
C(t) ~ t~%/2 (0.3)
Especificamente para dimensiones enteras (d, =d = 1,2,3,...) resulta [39, 40, 42, 98, 99]:
t71/2  parad=1
C(t)~ { In(t)/t parad=2 (0.4)
t-! ford >3

Es interesante notar que a pesar de la existencia de una gran diversidad de tratamientos o métodos
analiticos, la solucidn exacta a todo tiempo es hasta ahora conocida sélo para el caso unidimensional.
Esta ha sido obtenida por primera vez, para aniquilacién, por Torney y McConnel [27], posteriormente
reobtenida y ampliada para distintas condiciones iniciales, incluso para coagulacién, con diferentes

métodos, por otros investigadores {39, 40, 79, 94].

0.1 Propésito y organizacién del trabajo.

En este trabajo, haciendo uso de técnicas CTRWS estudiamos estas reacciones con especial énfasis en

el efecto que tienen las distribuciones estables y fractales en ellas.

Obtenemos resultados exactos en d = 1 y presentamos una aproximacién para mayores dimen-
siones, que ofrece resultados en satisfactorio acuerdo con simulaciones de Monte Carlo durante todo el

transcurso de la reaccion: es el aqui llamado método de “las particulas fantasmas”.

® Caminata aleatoria de tiempo continuo (“continuous-time random-walk”).



El movimiento de las particulas es modelado como una caminata aleatoria en redes. La ventaja
de trabajar en redes radica en que no es necesario asignar un volumen finito (radio de reaccién) a las
particulas, lo cual seria un pardmetro libre adicional, haciendo que esos modelos sean muy apropiados
para simulaciones numéricas [49, 50, 51, 52].

Este aspecto es importante, pues hay muchas maneras de simular un proceso difusivo, que co-
inciden a tiempos largos, pero a los fines de comparacién, las expresiones aqui derivadas para todo el
transcurso de la reaccién exigen que los experimentos numeéricos sean realizados exactamente como se
modela la reaccién en la teorfa desarrollada. Estas simulaciones abarcan el mayor niimero de décadas
de tiempo alcanzado hasta ahora, gracias al desarrollo, en este trabajo, de métodos de optimizacién en

las simulaciones de CTRW y al uso de “workstations” de wltima generacién 7.

Los dos primeros capitulos presentan algunos conceptos y definiciones de caminatas aleatorias
y procesos de renovacién. Son de caricter introductorio, pero la presentacién del esquema CTRW es
original. Se aparta de las motivaciones fisicas originales del CTRW y se pone mayor énfasis en su

-

presentacién desde el punto de vista de la teoria de procesos de renovacién.

También en la primera parte de este trabajo (capitulos 3 al 4) se presenta distintos modelos
de difusién generalizada desde el punto de vista del principio de méxima entropfa. Las descripciones
con “random-walks” fractales, CTRW con tiempo fractal, ecuaciones de difusién generalizadas, con un
“kernel” de memoria o con derivadas fraccionarias y sus relaciones se mencionan o se estudian a los fines
de encarar en el resto del trabajo el estudio de las reacciones limitadas por difusién de coagulacién y
aniquilacién bajo los efectos de distribuciones fractales.

El capftulo 5 estudia la relacién entre la funcién de correlacién y la densidad de tiempo de pausa
entre dos cambios de un proceso estocdstico dicotémico. Estos resultados se utilizan luego para el cdlculo

de la distribucién espacial de particulas durante la reaccién.

En la segunda parte empieza el estudie de las reacciones propiamente dichas. En los capitulos 6,
7 y 8 se estudia el caso unidimensional: en el capitulo 6 se obtiene la evolucién del nimero de
particulas exactamente y en el capitulo 7 la distribucién espacial de particulas durante la reaccién.
A los fines de verificar la exactitud del método usado, se dedica el capitulo 8 al estudio de la reaccién
de aniquilacién con generacién de particulas.

El caso unidimensional es particularmente importante debido a su equivalencia con el modelo

cinético de Ising. El capitulo 9 estd dedicado a examinar y explotar esta dualidad.

El capitulo 10 estd dedicado a las reacciones en espacios de dimensién (entera) superiores. Se

introduce un método que mapea este problema en otro, en el que el niimer» inicial total de particulas se

"realizadas con: SPARC 10, Lab. de Informética del IB, Centro Atémico Bariloche, y RISC 6000 (IBM), Theo-
retische Polymerphysik, Univ. Freiburg, Alemania



conserva, mientras se produce un cambio de “identidad” de las mismas durante la reaccién.

En la tercera parte estudiamos el efecto de incorporar distribuciones fractales en estas reacciones.
El capftulo 11 considera el efecto de la distribucién inicial fractal. Este estudio revela una situacién
inusual en la teorfa de reaccién difusién: la posibilidad de que cese el decaimiento del nimero de
particulas durante el transcurso de la reaccién (sin haber cambiado los mecanismos de reaccién). En
el capitulo 12 se ofrece una interpretacién de este fenémeno desde el punto de vista de la teoria de

caminatas aleatorias.

En el capitulo 13 se considera el efecto de fluctuaciones muy grandes en los tiempos de salto de
las partfculas. La situacién es interesante por el hecho de que el tiempo medio de pausa es finito, y al
estar bien definido la difusién es pura (no-anémala). Sin embargo esto puede producir nuevas leyes de

decaimiento en la reaccién de coagulacién.

El diltimo aspecto fractal estudiado corresponde a aquellos que conducen a la difusién anémala. En

el capitulo 14 se estudia las reacciones de coagulacién y aniquilacién limitadas por difusién anémala.

0.2 Nomenclatura.

En esta seccién resumimos la notacién y nomenclatura usada en esta tesis. Es muy recomendable tener
presente el siguiente listado durante la lectura de este trabajo.

La variable t representa el tiempo, la variable r = (ry,r2,...,74) la posicién espacial sobre una red
d-dimensional. La variable x también es una variable espacial, con valor en los reales (espacio continuo):
x = (21,22,...,Z4)-

Nota: Cada funcién es identificada en este trabajo por la misma letra, independientemente de la
representacién en la que se la expresa. El tipo de representacién en cada caso queda determinado por
el tipo de letra usada para el argumento:

La representacién (o transformada) de Laplace de las funciones temporales (argumento t) se

identifica mediante su argumento u, por ejemplo

$(u) = /0 T dte y(t)

Cuando la funcién tiene dos argumentos temporales, la transformada de Laplace del segundo

argumento se identifica por la variable v:

P(u,v) = [)m dt'e™* /000 dt e~ (t,t")

La representacién (o transformada) de Fourier de funciones espaciales (argumento r o x) se iden-

tifica mediante su argumento k:

p(k) =Y &7 p(r)



plk) = j dx €% p(x)

La transformada de Laplace de una funcién de argumento espacial se identifica con el argumento

pw) = | ¥ dz e p(z)

Ademiés L1 {f(u);t} = f(t) es el operador de transformada inversa de Laplace actuando sobre
la funcién f(u):
-1 1 c+ico ut
L@ty = 5 [ i du= £

c—{oo
Cuando del contexto sea claro sobre qué variable actiia, se omitird esta variable aca escrita como

subindice.

» El indice € identifica al tipo de reaccién que en cada caso se esté estudiando, mediante los valores

1, 2:

€= 1 para A+A = A
T 12 paraA+A 0

¢ S(t): Nimero medio de sitios distintos visitados por una particulahasta el tiempo t.
e d: es la dimensién (euclidea) del espacio. Toma valores en los niimeros naturales positivos.

s dj: es la dimensién fractal (de Hausdorff) de la estructura. Toma valores en los niimeros reales
positivos. Determina como escalea la masa, N (o el mimero de puntos del espacio o de sitios de la
red, de acuerdo al contexto) dentro de una esfera de radio L con L: N ~ L% . La red puede estar

embebida en un espacio de dimensién entera, d. Ejemplo: Sierpinsky-Gasket, ver ecuacién (3.5).
¢ d,: dimensién fractal del CTRW, definida como (r2(t)) ~ t2/%,

o d,: dimensién espectral. En un CTRW la probabilidad de estar en el sitio de partida escalea como
P(0,t) ~ t%/2 y el mimero medio de sitios distintos visitados al tiempo t como S(t) ~ t%/2
cuando d; < 2.

o v: designa al exponente que caracteriza una funcién de densidad de probabilidad que
asintéticamente es proporcional a una ley estable, es decir, en la forma ~ 7177 para z grandes.
Para variables espaciales: p(z) ~ 7177, v es la dimensién fractal si 0 < ¢ < 2. Para la variable

temporal, ¥(t) ~ 177, v es la dimensién fractal del tiempo cuando 0 < v < 1.

e con “tiempo fractal” se designa al caso de un proceso de renovacién temporal con una WTD
¥(t) ~ t~177, cuando 0 < ¥ < 1. En este caso {t) = co y no hay una escala de tiempo natural.

Acé v es la dimensién fractal del tiempo.

¢ con “fluctuaciones infinitas”: nos referimos al caso de un proceso ¢ : renovacién con una funcién
de densidad de probabilidad con primer momento finito, pero segundo momento (y por lo tanto

todos los momentos superiores) infinitos.



¢ 9(t): es la funcién de densidad de probabilidad del tiempo de pausa entre dos eventos consecutivos
de un proceso de renovacién en el tiempo o “waiting-time-density” (WTD). En este trabajo en

general se refiere al tiempo transcurrido entre dos pasos consecutivos del random-walker.

e (n(t)): ndimero de pasos que una dada particula (o un “random walker”) a efectuado hasta el
tiempo t. También designa a la cantidad de eventos hasta el tiempo t de un proceso de renovacién.
Ver ecuacién (1.18).

¢ Py(r, z) funcién generatriz de P,(r), respecto del nimero de pasos, n. Ver ecuacién (2.13).

e p(r) es la funcién de densidad de probabilidad del desplazamiento a cada paso de un random-
walker. En otras palabras, es la funcién de densidad de probabilidad de la distancia (vectorial)

entre dos eventos de un proceso de renovacién en el espacio.

* p(k) : funcién estructura del RW. Es la transformada de Fourier de p(r): p(k) = ¥, e*Tp(r) o
oK) = [, *Fp(r) dr

e 02 desplazamiento cuadritico medio del “random walker” a cada paso: para un espacio continuo,
o= [ 22 p(x) dx; mientras que en la red, 02 = ¥, r?p(r).

° w/)(A, t) : FWTD: funcién de densidad de probabilidad del tiempo A, necesario para observar un
(primer) evento desde el inicio de la observacién a un tiempo arbitrario . Aca el tiempo juega el

rol de un parimetro.
s P(r,t) probabilidad de encontrar al “random walker” en el sitio r al tiempo ¢.

® R(r,t) funcién de densidad de probabilidad del tiempo ¢ al cual el “random walker” justo arriba

al sitio r.

o R es el ritmo de ingreso de particulas por sitio en la reaccién de aniquilacién con “input”,

capitulo 8.
o N(t): nimero de particulas remanentes en la reaccién al tiempo t.
» N(t) = N(t)/N(0): concentracién relativa (al niimero inicial de particulas) al tiempo t.

s Cy = N(0)/V: concentracién espacial de particulas al comienzo de la reaccién. Aquf es V = L4
el volumen (tipicamente un hipercubo de lado tamafo L). La teorfa considera tinicamente el
caso L — oo, mientras las simulaciones fueron realizadas en todos los casos con condiciones de
borede periédicas, tomando L suficientemente grande como para que los efectos de tamaiio finito

no afecten la evolucién del sistema hasta el tiempo alcanzado.

e p(r,t): funcién de densidad de probabilidad de la variable r: la distancia entre particulas préximas

vecinas durante el transcurso de la reaccién, en d = 1. Ac4 el tiempo juega el rol de un parametro.

e x(t): es ¢l ritmo (“rate”) de reaccién al tiempo t: probabilidad de reaccién por unidad de tiempo

y por particula.



Z(t): ntmero de particulas (relativo al mimero inicial) que reaccionaron hasta el tiempo t:

E(t) = [3 w(t)dt'.

a(t): proceso estocastico dicotémico.

G(t—t';t'): funcién e correlacién de un proceso estocdstico dicotémico: G(t—t';¢') = (a(t)a(t)).
G(t—t'): idem G(t - t'; '), cuando sélo depende de la diferencia de tiempos.

G(r): En la seccién 9 es la funcién de correlacién de dos espines a una distancia r (r = 1,2,...).

G(z), idem cuando el argumento es continuo.
Abreviaturas:

RW: caminata aleatoria de tiempo discreto (“random-walk™).
CTRW: caminata aleatoria de tiempo continuo (“continuous-time random-walk”).
FTCTRW: CTRW con tiempo fractal.

WTD: 9(t), es la funcién de densidad de probabilidad del tiempo de pausa entre eventos consec-

utivos (“waiting-time-density”).

FWTD: ¢(t—¢,t'), es la funcién de densidad de probabilidad del tiempo de espera, (t—t'), hasta

observar un evento, a partir de ¢ (“forward waiting-time-density”).

FDE: Ecuacidn de difusion fraccionaria, {es decir, con derivadas fraccionarias) o “fractional dif-

fusion equation”.

IPDF: p(z,t), es la funcién de densidad de probabilidad para la distancia, z, entre
particulas préximas vecinas, al tiempo ¢, en d = 1 (“interparticle probability distribution func-

tion”).



Parte I

Caminatas aleatorias de tiempo
continuo (CTRW) como proceso
estocastico de renovacion.
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Capitulo 1

Procesos de Renovacién

1.1 Caracterizacién de un proceso de renovacién

Considere el conjunto de puntos distribuidos aleatoriamente a lo largo del semieje positivo, ver Fig.(1.1).
Cuando se puede especificar la estadistica de estos puntos a lo largo de la linea se dice que se tiene un
proceso punto (“point-process”) [11).

A los fines de ofrecer dos ejemplos en relacién con el contenido de este trabajo, estos puntos
podrian representar: a) las posiciones de las particulas en un espacio unidimensional; b) los tiempos a
los cuales salta una dada particula.

Un proceso de renovacién (“renewal-process”) es un caso particular de proceso punto en el que
las “distancias” z entre puntos adyacentes son variables aleatorias estadisticamente independientes e

igualmente distribuidas.

F—e *— ¢ 66— = o —>

Figura 1.1: Esquema de un proceso punto. Cada punte representa un evento.

1.1.1 La densidad de probabilidad de tiempo de pausa (“waiting-time-density”:
WTD)

Un proceso de renovacién estd caracterizado por la funcién de densidad de probabilidad de esta
variable: p(z). El contexto en el que surge la teorfa de procesos de renovacién los “puntos” representan
eventos que se producen a lo largo del tiempo. En estos casos en que la variable en cuestién no es
la espacial, sino el tiempo, designaremos con #(t) la funcién de densidad de probabilidad del tiempo
transcurrido, t, entre eventos consecutivos. Como es usual en el esquema de caminatas aleatorias de
tiempo continuo (CTRW), llamaremos a esta funcién densidad de tiempo de pausa (“Waiting-Time-
Density”) o WTD. Observe que la variable en cuestién, por ser una distancia (espacial o temporal),

toma valores no-negativos. La n 'malizacién en cada caso es
o0 o0
/ b dt =1 / p(z) dz = 1 (11)
0 0
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Esta condicién siempre se cumple y equivale a fijar el momento cero de la funcién de densidad de

probabilidad. En general, su m-—ésimo momento es
o0 o0
@ = j M) dt ;s (g™ = / 2™ p(z) dz (1.2)
0 0

Notar que

i) dar el conjunto infinito de momentos es equivalente a especificar la funcién de densidad de
probabilidad,

ii) conociendo los momentos en orden creciente ({t), (t2), (t3),...) se pueden “reconstruir” estas
distribuciones! desde tiempos grandes hacia tiempos cortos (o desde distancias grandes a distancias
cortas, si consideramos p(z) . Esto se ve nitidamente en el desarrollo asintético de las representaciones

de Laplace:

P(u) = /0 et y(t) d )" m) (1.3)

m

(zm) ™ (1.4)

-3 5
plv) = Ame fp(e)dz =1~ Z

1.1.1.1 WTD con cola larga a tiempos grandes.

En particular, en la aplicacién a sistemas de reaccién-difusién, nos interesard el caso en que estos
momentos divergen a partir de un determinado orden (se dice en ese caso, que no existen).

Cuando hay momentos divergentes no se puede escribir una serie de Taylor de este tipo. Tal
es el caso en que la funcién de densidad de probabilidad tenga un decaimiento en forma de potencia

(llamado también WTD con cola larga?):
Y(t) ~ct™7 para t—o00, v>0. (1.5)

Sin—1< v < n, con n un niimero natural, los primeros n — 1 momentos son finitos:
1
(r=-D(r=2)...(y-(m-1))’

mientras que los momentos de orden igual o mayor a n divergen. En este caso existe el desarrollo

(™) (1.6)

asintStico general
Plu)=1- E ( 1) @™ u™ + fu)u” + i (-D™a; u™ (1.7)

donde a,, son coeficientes numéricos y f(u) es una funcién periédica en In(u), que para todos los fines

practicos puede ser sustituida por su valor medio cuando u tiende a cero:

a=(f(u—0)= -;-m —) (1.8)

!Como es usual en la literatura de la Fisica Estadisitica y de Procesos Estocésticos, usaremos como sinénimos los
términos “distribucién” o “funcién de demsidad (de probabilidad)” y designaremos a la integral de esta densidad “dis-
tribucién acumulativa”. Note que en la literatura Matemitica de Probabilidades se ‘a llama a ésta dltima simplemente
“distribucién” y a la primera “densidad (de probabilidad)”.

?Llamado en la literatura especializada “long-time tail WTD” o WTD proporcional a una ley estable a tiempos grandes.
Acerca del calificativo “estable” ver seccién 3.17.
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Esta expresion de a se puede deducir a partir de teoremas tauberianos (ver Apéndice 16.1). Por supuesto,
lo mismo se puede asegurar para la funcién de densidad de probabilidad p(z), cuya representacién en

Laplace sera identificada en lo sucesivo por el argumento v.

1.1.1.2 La ecuacidén de renovacién

Sea 9,(t) la funcién de densidad de probabilidad del tiempo ¢t al cual ocurre el n-ésimo evento. Debido

a que con certeza ocurre, estd normalizada:

o0
/0 Yalt) dt = 1 (1.9)
y satisface como relacién de recurrencia la siguiente ecuacién de renovacidn:
t
() = [ dt bt =tpans(t) (1.10)

Un aspecto importante de esta relacién es la necesidad de especificar la WTD para el primer evento, es
decir ¢, (t). Siguiendo la nomenclatura de Cox [10], si ¢1 (t) = ¥(t) (equivalentemente 1¢(t) = §(t—04))
diremos que se trata de un proceso de renovacién ordinario, mientras que cualquier otra especificacién
conduce a un proceso de renovacién modificado. Note que el caso ordinario corresponde a considerar
el origen del tiempo coincidente con la produccién de un evento (el evento mimero cero); lo cual en

situaciones fisicas correspondera a una situacién no relajada.

En la representacién de Laplace las sucesivas convoluciones se transforman en productos:
Yn(u) = 1 (u) [Y(u)]"" (1.11)
Otras funciones que necesitamos definir a partir de esta WTD son:

¢ La probabilidad de que no se produzca otra renovacién hasta un tiempo t luego de la tltima

renovacién:
o0
$(t) =1- / B() dt’ (1.12)
0
la cual en la representacién de Laplace es
1—9(u
#(w = 2= A (113)

o La probabilidad de que hasta el tiempo ¢ hayan ocurrido exactamente n eventos es

t
xn®) = [ dt 9t~ 1) yald) (119)
. 0
y en la representacién de Laplace, usando (1.10) y (1.11):
xn () = $(1) 9 (w) = LTIy (113)

Definimos su funcién generadora como
(> ]
x(z,t) =) 2" xa(t) (1.16)
n=1

obtenible en Laplace como

_ 1- ()
X5 = hi(w) e (117)
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¢ El niimero medio de eventos hasta el tiempo t estd dado por

-5 _9 _ [l iy
() = 3 mxa) = 5 X0 = £7{ 3 720 (118)

1.1.2 La funcién renovacién

En la teorfa de procesos de renovacién la funcién (n(t)), ecuacién (1.18), es una de las principales
informaciones de interés y se la llama funcidn renovacién (“renewal function”) [10]. En particular
interesa su comportamiento asintético. Considerando el caso de un proceso de renovacién ordinario,

en términos de los dos primeros momentos de la WTD, a tiempos largos se tiene
t 1 (tH)
MW= — 2 X1 1.1
{n(t)) @ + 3 )2 1+ 0Q1) (1.19)

siempre que los dos primeros momentos de la WTD sean finitos, ver (1.2).

1.1.2.1 El proceso de renovacién de Poisson
Entre todas las posibles WTD, la exponencial:
P(t) = Ae ™M con {t)y=1/A (1.20)

es sin lugar a dudas la mas estudiada. Esta WTD caracteriza al proceso de renovacién de Poisson,
porque la probabilidad de la ocurrencia de n eventos en un dominio de tamano ¢, no depende de la

ubicacién de este intervalo, y resulta igual a una distribucién de Poisson:

Xa(t) = '\t:;“ (1.21)
Por lo tanto, el niimero medio de eventos en ese intervalo es
(n(t)) = At = é (1.22)
y tiene la singular propiedad de que su varianza:
£2 = ([n(t) - (n())]?) = At (1.23)

es igual a su esperanza, ecuacién (1.22).

Estas expresiones se pueden derivar también partiendo de hipétesis acerca de la independencia de
intervalos mutuamente excluyentes (lo cual implica que “no hay memoria” en este proceso), y de que la
probabilidad de ocurrencia de un evento en un intervalo de tiempo A crece linealmente con A cuando
A — 0[19).

1.1.2.2 El proceso de renovacién Fractal

En el caso en que {t) < co y (t?) — oo (fuctuaciones infinitas alrededor del valor medio), lo cual,

suponiendo un WTD del tipo indicado en la ecuacién (1.5), corresponde al dominio 1 < v < 2, aparece
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una correccién generalmente no despreciable [13]:

(y=1 o
nt)) ~(y-1) t+ ——=x t°77, 1.24
(n(®) ~ (1=1) t+ - (1.24)
mientras que para 0 < v < 1 resulta lo que llamaremos un proceso de renovacidn fractal
(n(1)) ~ L £, (1.25)
(1 —y)T(1+7)

En la seccién 3.1.1 explicaremos el motivo por el cual le asignamos el nombre “fractal” a este proceso.
En particular, si la variable de interés el tiempo, usaremos la nomenclatura de Shlesinger {151, 152] para
designar a este proceso simplemente como tiempo fractal. Como ejemplo de tiempo fractal, mostramos

en la Fig. (1.2) la realizacién de un proceso generado con la WTD:

Pty =7 1+1)7177 = y[y,1] | (1.26)

con v = 0.8. En lo sucesivo usaremos los “brackets”: [y, t] para referirnos a esta particular funcién

WTD.

v =0.8
T ¥ ¥ Rj
[ﬂﬂm | 1 A (.
o] 5000 L0000 15000 20000 25000
Ri L] L] T ¥ L] ¥ L ¥
| I
1} 4 k. Bk ¥ 39 L i
(s} S00 1000 1500 2000 22500 3000 oo
¥ L - L ¥
ol | - . LI L.
o] 200 400 SO0 800 1000

A T .

O 100 150 200
¥ 1 T 1 * L) L4
| I . I N B .

50 55 60 65 70 75 80 85 20

Figura 1.2: Realizacién de un proceso de renovacién de tiempo fractal con v = 0.8. El WTD usado es el y[v, ],
ecuacién (1.26). De arriba hacia abajo se muestra la misma realizacién ampliada por un factor 5 cada vez.
Para una mayor claridad, cada “punto” (o evento) del proceso se muestra como una raya vertical. Observe la
estructura de “clusters” resultante.
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1.1.3 La densidad de probabilidad de tiempo hasta el primer evento observado:
“forward-waiting-time-density” (FWTD)

Para el subsiguiente desarrollo de este trabajo necesitamos introducir otra funcién de densidad de
probabilidad sobre la variable (temporal) A, con una dependencia paramétrica en & (A, f)dA es la
probabilidad de que empezando la observacién en el instante ¢, el primer evento que se observa ocurra

en (t+A,t+ A +dA). La normalizacién es
oo
] Y(A,t)dA =1 ; paratodot (1.27)
0

La interpretacién es la siguiente: dado un proceso de renovacion que estd “marchando” en el tiempo,
lo observamos a partir de un tiempo t arbitrariamente elegido (es decir, no coincide, necesariamente,
con la produccién de un evento). Medimos el tiempo transcurrido hasta el primer evento observado, sea
A; entonces ésta es la variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad es ¥(A,t). En la

teorfa de procesos de renovacién desarrollada por matematicos [20], se conoce como forward recurrence

time density, y la designaremos por FWTD.

A los fines de escribir su expresién, tenemos que tener en cuenta la posibilidad de que t caiga

entre los eventos ny (n+1):

P(A1) = Pit+ D) + Y /Omgbn(r) Y+ A+7)dr (1.28)

n=1

Esta es una suma sobre sucesos mutuamente excluyentes [21}, donde el primer sumando tiene en cuenta

la posibilidad de que no hayan ocurrido eventos antes del tiempo t.

Es importante recordar que la WTD exponencial, ecuacién (1.20), es la tinica WTD con la
interesante propiedad de que Y(A) = ¥(A,t) para todo t. Esto es conocido como la paradoja del
tiempo de espera (“waiting-time paradox”) [21]. Para cualquier otra WTD el FWTD adquiere una
dependencia con t, la cual, en cierto sentido, “mide” la extensién de la memoria del proceso. Esta
dependencia disminuye a medida que el tiempo (t) transcurre. En efecto, es suficiente que (t) < oo
para que la WTD se vuelva independiente de ¢ cuando t —+ oco. Sin embargo, a menos que inclusive el
segundo momento (t?) exista, este régimen estacionario se establece a tiempos muy grandes. Esto se

puede ver haciendo uso de la técnica de la transformada de Laplace doble [22]:

Y(u,v) = [)wda euA /:odt e UY(A,t)

G -0 | o) ) - pio)
w-w T T-90)  w-uw (1.29)

En particular, para un proceso de renovacién ordinario resulta

1 () - $)
=90 (=w (1.30)

La dependencia para t grandes se obtiene a partir del desarrollo para v pequefio. Considerando que

P(u,v) =

u >> v —+ 0 se obtiene

P(A,t = 00) = ?%?—2 = Y(A, 00) (1.31)
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Obsérvese que se requiri6 la existencia del primer momento, (t). Las funciones de densidad de proba-
bilidad que no satisfacen este requisito y son del tipo de cola larga, ecuacién (1.5) con 0 < v < 1, se

llaman densidades fractales:
Pt = 00) =ct 17 esdecir, Yu—s0)=1-au’, coma= s Tl -7) (1.32)
tal que el primer momento diverge. En este caso, considerando A <<t — oo se obtiene

‘!/)(A,t 4 OO) = szm ¢(A) t‘(l—',), (1.33)

lo cual significa que el proceso nunca “olvida” completamente cuando ocurrié el primer evento. En
otras palabras, el proceso de renovacién no tiene estado estacionario, lo cual implica que este proceso

estocastico es no ergédico [158].

1.2 Proceso de renovacién de equilibrio o estacionario

En particular, si uno empieza la observacién a un tiempo muy posterior al evento cero, (condicién

relajada), una eleccién natural para el primer WTD serfa:
hi(t) = P(t, ¢ = o0). (1.34)

En este caso, el proceso de renovacién resultante descrito por las ecuaciones (1.10) se llama un proceso

de renovacién de equilibrio.

Otra propiedad muy importante que se deriva de la ecuacién (1.29), usando

| 1 - (u)
) = P A e
i) = 6w/t = 2, (1.35)
es que para un proceso de renovacién de equilibrio vale
Y(A,t) = Y(A, ) (1.36)
ezactamente a todo tiempo t. En forma equivalente a ¢(t), podemos definir
0
#(t,00) = [ dA 9(8,00) (1.37)
t

como la probabilidad de que no haya renovacién hasta un tiempo t después de haber empezado la

observacién en un momento cualquiera durante la evolucién de un proceso de renovacién de equilibrio.
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Capitulo 2

Caminata aleatoria de tiempo continuo
(CTRW)

En este capitulo se presenta la caminata aleatoria de tiempo continuo [“continuous-time random-walk”

(CTRW)] desde el punto de vista de procesos de renovacién.

2.1 Caminata aleatoria de tiempo discreto (RW)

Consideremos primero una caminata aleatoria o random-walk (RW). Formalmente un RW es una suma
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Concretamente, sea r'/) una de
estas variables aleatorias (d dimensionales), con funcién de densidad de probabilidad p(r')) (comin
a toda j). Cada componente de r) puede tomar valores en Z o en R. Para fijar ideas, SUpPONZamos
que toma valores en Z y que representa el desplazamiento de una particula (el random walker”), en el
j—ésimo paso, cuando se mueve en una red de d dimensiones. Entonces la sucesién de puntos visitados

constituyen los eventos de un proceso de renovacién en el espacio.

Interesa calcular las propiedades estadisticas de la variable suma
=1 4@ 4 ) (2.1)
que es la posicidn de la particula al cabo de n pasos. La ecuacién de renovacién es

Po(r) = 3 p(r = 1) Pasa(r') (2.2)

donde Py (r) es la probabilidad de la variable aleatoria ry; es decir, la probabilidad de que la particula ar-
ribe al sitio r en el n—ésimo paso. Puesto que al cabo de n pasos la particula estd en algin sitio, su
normalizacién es Y, Pp(r) = 1.

La ecuacién (2.2) es una convolucién entre menos y més infinito, sobre todos los valores enteros,

para cada componente del vector r; entonces una transformada de Fourier discreta
plk) = 3 e p(r)
r

Pak) = Y e*TP,(r)
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conduce a una representacién més simple de la ecuacién de renovacién:
Pa(k). = plk) Po-1(k) (2.3)

cuya solucién

Pa(k) = p(k)" Po(k) (2.4)
depende de la condicién inicial especificada por Py(r), la cual, para un proceso de renovacién ordinario
es Py(r) = &; 9 (o equivalentemente definiendo P;(r) = p(r)).

Luego P,(r) se obtiene como la transformadas inversa de Fourier:
n

Pa) = (2m) [

-

7 ak e * TR ). (2.5)

2.1.1 Funcién estructura del RW: p(k)

La distribucién del vector desplazamiento a cada paso, p(r), en su representacién de Fourier se llama la

funcidn estructura del RW:

En la red es:

pk)= Y ... > €% pr) (2.6)
ry=-—00 rg=—00
y en el espacio continuo:
00 oo K
(k) =/ dzy... / dzg ™™ p(x). (2.7)
—00 -0

Cuando la caminata es isotrépical, la funcién estructura depende vinicamente del médulo k =
P > P

Ik - k|'/? y admite el desarrollo:
1 2, 1 4
plk) = exp{—-—z-T ko k° + ] ke K* 4+ .0}
donde &, es el n-ésimo cumulante, es decir, en particular
Ko = Zr2p(r) = o? (2.8)
r

es la varianza asociada con cada paso. Suponiendo que sea finita, los dos primeros términos del desarrollo
en serie de Taylor de p(k) son

p(k)~1——g-2-k2+... (2.9)
2d

En este trabajo hemos realizado simulaciones sélo para redes ctibicas simples, para las cuales:

d
p(k) = % Zcos k; (2.10)
i=1

! A lolargo de todo este trabajo consideraremos éinicamente caminatas aleatorias sin arrastre o sin deriva, para las cuales
el desplazamiento medio a cada paso es nulo: {r) = 0. De esta manera la varianza de cada paso es ignal al desplazamiento
cuadratico medio por paso: o”,

?Estamos considerando que la distancia entre sitios préximos vecinos de la red es a = 1, de otra manera habria que
sustituir cada término del tipo cos(k;) por cos(ak;)
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Por ejemplo, para d = 2 algunas posibilidades son

§lcos k1 + cos k) para una red cuadrada
p(k) = %[cos ki + cos kg + cos(kz + k)] para una red triangular (2.11)
%[8”" + 2cos ka) para una red hexagonal,
mientras que en d = 3:
Y{cos ky + cos k3 + cos k3] para una red sc
plk) = /%f{c;(kl) cos(kz) cos(k3)] | para una red bce (2.12)

%[cos(kl) cos(kg) + cos(l;:l) cos(ks) + cbs(kg) cos(k3)] para unared fcc.

2.2 La funcién generatriz del RW: Py(r, 2)

Para referencia posterior, introducimos en esta seccién la funcién generatriz respecto al nimero de pasos
del RW:
o -
Palr,z) = Z 2" Pn(r). (2.13)
n=0

Nétese que esta nomenclatura contiene la dimensién del espacio explicitamente como subindice. Esto

es conveniente para su posterior utilizacion en el estudio de las reacciones limitadas por difusién.
De ecuacién (2.4) y (2.13) resulta:

Py(k)

Pd(k, Z) = —1—’:—;;7—(—1-(—)-

(2.14)

Consideremos el caso en que la caminata empieza en el origen de coordenadas. Entonces Pyp(k) =1y

por lo tanto es

Lk " dkgemkr 1
@md J ) 1-zp(k)’

En especial interesa el lim;,; P4(0, z). En este limite la integral diverge en d = 1 y d = 2; mientras para

Py(r,z) = (2.15)

d > 3 converge a un nimero finito: P4(0,1). Esta diferencia de comportamiento tendra interesantes
consecuencias en los sistemas de reaccién-difusién, a ser discutidas en el capitulo 12.

En dimensién d = 1 resulta:

_1 1 L L 2-1/2
’Pl(O,z)_ﬂ/(; W ey =L AT (2.16)

mientras que para la red cuadrada és [111}:

! =2k(2) (2.17)

1 1.4 n
0,2)=— [ dk / dk ‘
P2(0,2) 72 ./o Vo 10 % z [cos(ky) + cos(kg)] =

donde K (z) es la integral eliptica completa de primer tipo [72], con el comportamiento para z — 1_
de la forma K(z) ~ —11n(1 - 2).
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Como otro ejemplo consideremos d = 3. Consideraremos sélamente redes (hiper)cibicas simples,

para las cuales, usando (2.10) es

1o x cos(r1ky) .. .cos(rgkq)
Pa(r,2) = wd/o dkl"'_/(; dkd,l ~ % [cos(k1) + ...+ cos(ka)] (2.18)

Esta integral se puede reescribir en términos de una sdla integracién en la forma:

Pa(r,2) =. /0 ~ dz eI, (az/d) ... Iy, (z2/d). (2.19)

Para redes sc de dimensiones d > 3, la siguiente representacién ha sido recientemente derivada

por Glasser y Montaldi [107], para valores de z < 1:

1 1
= = (d) ,2n )
Pa4(0, z) ,,'S'_.;o e (2)n o z (2.20)

donde '
v WY ma—s \* [ mass )’
o e cee .
" mi =0 m2=0 mMi-3 =0 ml md,z md_l
Cuando z = 1 esta es la llamada integral de Watson [187]. Algunos valores de esta integral son
(88, 89]:

Lr dk i dk i dk ! 2.22
PO = [Tk [Tk [Tah s (222)
1.5163860591... para una red sc
= 1.3932039297...  para una red bec (2.23)
1.3446610732... para unared fec

2.3 La probabilidad de alcanzar por primera vez un dado sitio en
el n-ésimo paso: F,(r).

Considere un “random walker” que empieza la caminata en el sitio 0. Interesa calcular la probabilidad
de alcanzar por primera vez el sitio r'en el n-ésimo paso. Designaremos a esta probabilidad con F,,(r). A
los fines de calcular esta funcién observemos que si el “random walker” estd en r en el paso n debe haber
estado alli por primera vez en un paso anterior m (< n). Cuando m < n la propiedad de invariancia
traslacional implica que el “random walker” debe retornar al mismo punto con probabilidad P,_,,(0)
a los fines de estar alli nuevamente en el paso n. Esto se resume en la siguiente relacién [24):
n
Po(r) = ) Fn(r)Pa_m(0) (2.24)
m==]
siendo P,(r) {ver ecuacién (2.2)), la probabilidad de alcanzar en el paso n-ésimo el sitio r, habiendo
partido del origen de coordenadas: For = 4, ¢.
El hecho de que la ecuacién (2.24) tenga una estructura de convolucién discreta posibilita escribir
una expresién para la funcién generatriz F(r,z) = }277¢2" F,(r) en términos de la generatriz de Py,

ecuacién (2.13):
_ Pa(r,2) - v
F(l", Z) = W (225)
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2.4 Extensién a tiempo continuo

Hasta ahora se ha considerado una caminata aleatoria, la cual es una cadena de Markov {137] y por lo

tanto “el tiempo”3 se mide por un indice discreto, n. La extensién natural al tiempo continuo se discute

en esta seccién

2.4.1 El Propagador del CTRW

Este RW puede ser generalizado para admitir un lapso de tiempo aleatorio entre pasos consecutivos de
la caminata. Sea 9(t) la funcién de densidad de probabilidad de este lapso de tiempo, es decir, la WTD,
de tal manera que la sucesién temporal de saltos constituye el proceso de renovacién presentado en la
seccién 1.1.

E! esquema CTRW conjuga ambos procesos de renovacién considerando la probabilidad P(r,t)

de que la particula se encuentre en el sitio r al tiempo &
o o]
P(r,t) = Y xn(t) Palr) (2.26)
n=0

Observe que estamos suponiendo que los procesos de renovacién en el espacio y en el tiempo son
independientes, lo cual permite escribir simplemente el producto de las probabilidades Pn(r) y xa(t):
ésto es lo que se llama un CTRW separable [23].

A partir de las ecuaciones (1.15) y (2.2) se puede obtener su representacién de Fourier-Laplace:

P(k,u) = }05 fo: ek /:odt e " P(r,1), (2.27)
resultando - bu) $i(w)PK) 1(w)
_ 1- u 11U 1- iU

P(k,u) = it e (2.28)

En el caso en que el proceso de renovacién espacial sea ordinario: Pi(r) = p(r) (o equivalentemente,

Py(r) = 6(r)), entonces P(r,t) es el propagador® del CTRW:

1—4(u)  ¢1(u)p(k) 1 —41(u)
Pk,u) = + . 2.29
o) T-gwel0 T (229
Considerando también un proceso de renovacién ordinario para el tiempo, se simplifica en la forma:
1 - 9(u) 1
Plk,u) = . 2.30
o) = T v (230

Esto es lo que llamaremos un CTRW ordinario.

En la representacién de variable espacial y de Laplace en el tiempo, el propagador se obtiene como

u

Plr,u) = L2 ¥ (Qi)d /_ ’; /_ " d'k = *TP(k, u). (2.31)

*En un contexto general, no necesita ser el tiempo fisico, sino el nimero de evento.
*Es decir, la probabilidad de que la particula se encuentre en el sitio r al tiempo ¢ habiendo partido de r = 0 al tiempo
t=0.
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A los fines de posterior referencia, mencionemos como ejemplo que, para el caso particular de un
proceso de renovacién de Poisson para los tiempos de saltos y con transiciones a sitios primeros vecinos

en una red unidimensional y sin deriva, el propagador resulta [111}:
P(r,t) = e~ I.(At) (2.32)

donde el ritmo de salto A definido en (1.20) y I.(z) es la funcién de Bessel hiperbélica, cuyas propiedades

se resefian en el apéndice. Si en cambio la particula estabaenrgat =0, es Py(k,t =0) = e'*™ resulta
P(r,t) = e I,_,, (At) = P(r,t|ro,t = 0) (2.33)

Considerando un espacio continuo, con una funcién de densidad de probabilidad para la transicién de
cada paso dada por p(x), la \inica diferencia en la férmula del! propagador del CTRW, ecuacién (2.31),

es que los limites de integracién en la transformada inversa de Fourier son (—o0, 00):

1oy 1 e-ihr
Pr,u) = —* (%)d/ / g e (2.34)

2.4.2 El ritmo de arribo a un dado sitio: R(r,t).

Otra funcién que jugard un rol fundamental en el estudio de las reacciones limitadas por difusién es el
ritmo® dg: arribo a un dado sitio, o en otras palabras, la probabilidad por unidad de tiempo de que el
“random walker” arribe al sitio r justo en el instante ¢, habiendo partido de 0 en ¢ = 0. Su relacién con
P(r,t) estd dada por la convolucién con la probabilidad ¢(t — t') de que hasta el tiempo ¢ el “random

walker” no se haya movido del sitio al que arribé en ¢':
t
P(r,t) = / dt' $(t — ¢)R(r, t). (2.35)
: 0

Debido a la independencia de los dos procesos de renovacién involucrados, en forma equivalente a la

ecuacién (2.26), se puede calcular como
o0
) = D ¥alt) Pulr). (2.36)
n=0
La suma se puede evaluar en forma cerrada paré la representacién de Laplace, usando (1.11). En el

caso de un CTRW ordinario es:

o0
R(r,u) = ) [$(u)]" Palr) = Pa(r,z = $(u)). (2.37)
n=0
Se puede obtener inmediatamente su representacién de Laplace-Fourier,

Rk,u) = i i eXTR(r, u) (2.38)

ry=-—00 Tg=—00

*A lo largo de todo este trabajo se lamard “ritmo” a lo que en Inglés serfa “rate”. Sin embargo, considero que la
traduccién seménticamente mas aproximada para “rate” es tasa; pero su uso no es habitual.
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o gue, para el caso particular de un

rar~iciones a sitios primeros vecinos

(2.32)

Jes. .1 hiperbélica, cuyas propiedades
= J,es Pi(k,t=0)= etk resulta

t= ) (2.33)

e p-obabilidad para la transicién de
sag dor del CTRW, ecuacién (2.31),
arir son (—00,00):

: e-—ak-r

e (2.34)
“1 Tok)¥(w)

rear'fi@nes limitadas por difusién es el
lid- ‘1 por unidad de tiempo de que el
pa idodeOent= 0. Su relacién con

} d gue hasta el tiempo ¢ el “random

9. : (2.35)

wvorucrados, en forma equivalente a la

. (2.36)

«ciéu de Laplace, usando (1.11). En el

ez = Y(u)). (2.37)
-Fo .rier,
‘R ) (2.38)

ts ¢ ‘a “rate”. Sin embargo, considero que la
150 po es habitual.

1
1 - pk)d(u)’

so de renovacién temporal de Poisson (WTD exponencial) y caminata en

1.19) podemos escribir este ritmo en la forma:

R(k,u) = (2.39)

) =00+ w) /0  dt e~V (0t/d) .. I, (M/d) (2.40)

R(0,u) = (A+ 1) /0 ” dt e~V (Ae/d)). (2.41)

jerivadas serdn usadas en el capitulo 10.

‘imer arribo a un dado sitio: F(r,t).

rribo de un “random walker” al sitio r, habiendo partido del sitio 0.

densidad de probabilidad de este tiempo®. Esta funcién es la versién en

wndo el mismo razonamiento que en la ecuacién (2.36), tenemos:

F(r,t) = Y n(t) Falr), (2.42)
n=0
mente en Laplace:
wu) = ) )] Falr) = F(r,z = 9(u). (2.43)

n=0

e obtener esta densidad de probabilidad mediante el siguiente razon-
justo en el instante t, partiendo de 0, puede haber arribado por primera
luego retornar a r (no necesariamente por primera vez) al cabo de un

t)=/0tdt’ F(r,!)R(0,t—t) ; r#0, (2.44)

R es: R(r,0) = 6;_g. Nétese que al escribir esta relacién (y también
do se pasa a la representacién de Fourier) se estd haciendo uso de la
traslaciones, o sea que R(r,tjr',t = 0) = R(r —r',t). A lo largo de todo
xiste esta simetria de traslacién. La relacidén (2.44) permite obtener
[itmo R(r,u):

R(rvu) .

r#0. (2.45)

s debida a Siegert [102]. Este cdlculo puede ser extendido a situaciones

_estudio de una “trampa dindmica” [103, 104].

apitulo 12, esta funcién ce densidad de probabilidad no siempre estd normalizada.
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usando la ecuacion (2.4):

1
L= p(k)p(u)’

En el caso de un proceso de renovacién temporal de Poisson (WTD exponencial) y caminata en

Rk, u) = (2.39)

redes hiperciibicas, usando (2.19) podemos escribir este ritmo en la forma:

Rr,u) = (A + ) / dt ¢~V (/) . I, (At/d) (2.40)
JO

R(0,u) = (A +u) /Om dt e~ N/ d)] (2.41)

Estas expresiones aqui derivadas serdn usadas en ¢l capitulo 10.

2.4.3 El instante del primer arribo a un dado sitio: F(r,t).

Sea ¢ el tiempo del primer arribo de un

‘random walker” al sitio r, habiendo partido del sitio 0.
Designaremos con F(r,t) a la densidad de probabilidad de este tiempo®. Tsta funcién es la versién en
tiempo continuo de I, (r). Usando el mismo razonamiento que en la ecuacién (2.36), tenemos:

o0

F(r,t) = Y talt) Fu(r), (2.42)
n=0
suma que se calcula inmediatamente en Laplace:
o0
F(r,u) = 3 ()] Fu(r) = F(r,z = (u)). (2.43)
n=0

En forma alternativa, se puede obtener esta densidad de probabilidad mediante el siguiente razon-
amiento: Para arribar al sitio r justo en el instante t, partiendo de 0, puede haber arribado por primera
vez en un tiempo anterior, #'; y luego retornar a r (no necesariamente por primera vez) al cabo de un
tiempo t — ¢/, es decir:

t
R(x, 1) = / At F(r,()RO,t~t) ; 10, (2.44)
J0

donde la condicién inicial para R es: R(r,0) = §,_g. Nétese que al escribir esta relacién (y también
en las secciones anteriores cuando se pasa a la representacién de Fourier) se estd haciendo uso de la
invariancia del sistema frente a traslaciones, o sea que R(r,t|r’,t = 0) = R(r—r',#). A lo largo de todo
este trabajo supondremos que existe esta simetria de traslacion. La relacién (2.44) permite obtencr
F(r,t), en Laplace, a partir del ritmo R(r,u):

R(r,u)

Flrov) = pay

Esta manera de obtener F(r,t) es debida a Siegert [102]. Este cdlculo puede ser extendido a sitnaciones

mds complicadas, de interés en el estudio de una “trampa dindmica” {103, 104].

®Como sc discutird en detalle en ol capitulo 12, esta funcién de densidad de probabilidad no siempre estd normalizada.

24



2.4.4 El desplazamiento cuadridtico medio: (r?(t)).
El desplazamiento cuadritico medio del “random walker” es:
(62(@) = [ dr PP(s,8) = =9} PK,Olkmo (2.46)

con una funcién estructura par: p(—k) = p(k) (es decir, RW simétrico o sin deriva), puede obtenerse

en la representacién de Laplace de la ecuacién (2.29):

(W) = o? 3-‘ % (2.47)
de donde sigue que para un CTRW ordinario, 1(£) = ¥(t), es
(@) =o? L1 {% E—;—"f—%‘%u—)} (2.48)
mientras que para un CTRW estacionariosy () = (¢, 00), usando la ecuacién (1.35), es
0)=o® 75 (2.49)

resultado bien conocido en la teorfa de procesos de renovacién pero que puede parecer sorprendente en
el contexto de caminatas aleatorias: nos dice que la difusién de una particula con un WTD cualquiera
y con tiempo medio finito, es idéntica que para un WTD exponencial (proceso de Poisson), si el primer
tiempo de espera estd distribuido de acuerdo a ¥(t,o0). Este resultado fue discutido por primera vez

por Tunaley en la ref. [108], en relacién a la teorfa CTRW.

Alternativamente, de la ecuacién (2.26) se puede ver que

) = Y xalt) (r2) (2.50)

n=0

donde (r?) es el desplazamiento cuadritico medio al cabo de n pasos del RW y o2 el desplazamiento
cuadrético medio por paso. Puesto que ry, es la suma de n variables aleatorias igualmente distribuidas

y con varianza 02 cada una, ver ecuacién (2.1), su varianza es la suma de las varianzas:
(r) = no?, (2.51)
de lo cual sigue que en tiempo continuo:

(1)) = o® (n(t)) (2.52)
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Capitulo 3

Fractales como consecuencia de un
principio de Maxima Entropia

Este capitulo estd dedicado a la discusién de la caracterizacién de las estructuras fractales y de las
caminatas aleatorias fractales desde el punto de vista de la entropifa asociada a las distribuciones de

probabilidad.

3.1 Dimensiones Fractales

El fenémeno de transporte en medios porosos, o desordenados, o jerdrquicamente estructurados, mode-
lados mediante estructuras fractales, exhibe una gran variedad de comportamientos anémalos respecto
a los caracteristicos conocidos para sistemas de dimensién entera (para un resumen reciente, consultar
[147] y [162]). Al incorporar el concepto de fractales en la Fisica surge la necesidad de definir distintas
dimensiones fractales, de acuerdo a qué aspecto fisico del problema uno se refiera. Esto genera toda
una “oologia” de dimensiones fractales y el problema adicional de sus interrelaciones [163]. No estd
claro cudntas dimensiones diferentes hay que definir para caracterizar una estructura o sistema fractal,
puesto que no todas son independientes. A continuacién citamos las dimensiones fractales de mayor

relevancia.

3.1.1 Dimensién de Hausdorff-Besicovitch: dy

Esta dimensién caracteriza la distribucién de “masa” sobre un espacio de dimensién entera. En general,
mediremos la “masa” de la estructura mediante la cantidad de puntos de la misma. Sea N(r) la
“masa” de la estructura abarcada dentro de una esfera de radio r, entonces la dimensién de Hausdorff-

Besicovitch, dy, indica cémo escalea esta masa con la longitud caracteristica r:
N(r) ~r%. (3.1)

Por ejemplo, si la estructura es el conjunto de sitios de 'ma red euclidea d-dimensional, resulta dy =

d. Por otra parte, si se trata de una red jerdrquicamente estructurada, es decir, con la simetria de
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invariancia frente al cambio de escalas!, d ¢ serd un exponente menor que d, en general no entero. Se
puede considerar que d; generaliza la dimensién entera d a valores reales positivos, siempre menores
que d. Por ejemplo, si los puntos que forman la estructura (la “masa”) son una seleccién jerdrquica de
sitios de una red de Bravais d-dimensional, en forma tal que los sitios deleccionados resulten en una
estructura de ctimulos, con a su vez una estructura similar de ciimulos dentro de cada uno cimulo,
dejando amplios espacios entre de sitios seleccionados, el conjunto de sitios selectos puede constituir
una estructura fractal y su masa escalear segiin (3.1) con dy < d. En este caso la estructura fractal
estard dentro de (o “embebiba” en) un espacio de dimensién entera d. Ejemplos de éstos son las
estructuras de Sierpinsky: el “Sierpinsky-Gasket” cuando la red es triangular (o hipertriangular) y el
“Sierpinsky-Carpet” cuando la red es cuadrada (o hipercibica).

Al empezar el estudio de los aspectos fractales en las reacciones, en la tercera parte de este trabajo,
incorporaremos procesos de renovacién construidos mediante distribuciones (de probabilidad) con la
propiedad de que para argﬁmentos z grandes siguen una ley de potencia del tipo p(x) ~ 2797, donde

x = (z1,T9,...,Z4) es una variable aleatoria con d componentes:

z=x|=/z}+...+ 2] (3.2)

Entonces, el exponente v resultarad ser una dimensién fractal de Hausdorff-Besicovitch.

A 4

s

=3
-
L
-
-t
e
-
L
e

t

Figura 3.1: Ejemplo de una estructura fractal embebida en d = 1: los puntos {eventos} de un proceso de
renovacién de tiempo fractal con Y{t) ~ 7177, con 0 < v < d = 1. La “masa” (nimero de puntos) dentro de
una ventana de tamafio t crece como {n{t)) ~ t7, de donde sigue que 7 es la dimensién de Hausdorfl-Besicovitch
de esta estructura de puntos.

A modo de ilustracién consideremos el caso d = 1 y construyamos un proceso de renovacién a lo
la.igo de la linea con una densidad de probabilidad de este tipo. Para fijar ideas, consideremos que la
variable sea el tiempAo, t, entonces la densidad de probabilidad es una WTD del tipo (1.5): ¥(t) ~ t™17
con 0 < v < 1, ver Fig. 3.1. El ndmero de eventos hasta un dado tiempo t, (n(t)), resulta ser la
“masa” abarcada por el segmento (“esfera”) de tamafio t. De ecuacién (1.25) sigue que la dimensién
de Hausdorfl-Besicovitch de esta estructura de puntos es precisamente el exponente v, si 0 < v < 1.
En la Fig. 1.2 mostramos una simulacién (una realizacién) de un tal proceso de renovacién de tiempo
fractal para v = 0.8. Obsérvese la estructura de ciimulos resultante. Este es un ejemplos de un fractales

aleatorios embebido en una dimensién.

Por otra parte, se tienen los fractales deterministicos, de los cuales el ejemplo tipico es el “S’ *rpin-

sky gasket”. Esta es una estructura fractal “embebida” (o inclufda) en un espacio de dimensién entera,

1En otras palabras, si la red tiene el mismo aspecto observada a toda escala de ampliacién.
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d, inmediatamente mayor.

.va’m AvaXu

' Au
'A AVA AVA AVA

A‘AVAVA

n=1 n=2 n=3

Figura 3.2: Las tres primeras etapas en la construccién de un Sierpinsky Gasket embebido en d = 2. Primera
etapa (n = 1): Generador o bloque elemental de la construccién, seguida por la segunda (n = 2) y tercera (n = 3)
etapa de la iteracién.

La construccién de tales fractales determinfsticos se realiza por etapas (identificadas por el indice
n). Cada etapa corresponde a una iteracién del procedimiento descripto en la Fig. 3.2. En el lado
izquierdo mostramos el bloque elemental (n = 1) para la construccién del Sierpinsky Gasket en dos
dimensiones, y a la derecha la iteracién que lleva a la segunda etapa. El Sierpinsky Gasket es la
estructura resultante de repetir este procedimiento ad infinitum. La dimensién de Hausdorff-Besicovitch

de este “Sierpinsky gasket” embebido? en d = 2 es d F=1In(3)/In(2) = 1.585.. ..

El niimero de sitios de la estructura en la primera etapa es Ny = 3 y en la etapa n es [164]:
1
N, = 3 d+1)[1+d+1)" (3.3)

Para el caso general de un Sierpinsky Gasket embebido en d dimensiones, la dimensién fractal fue

calculada por Hilfer y Blumen [165]. Por definicién es

N
dr _ 1t n+1
2=t N 34)
y usando (3.3) resulta:
In d+1
d —-—-—-—-—-—-———-—d 3
1= T ) (3.5)

3.1.2 Dimension del RW: d:

Esta dimensién fractal ofrece informacién sobre las propiedades de transporte sobre la estructura [167].
Supongamos que una particula realiza una caminata aleatoria a lo largo de un fractal, como el de la
fig. 3.2. Ain cuando las particulas verifiquen una difusién pura a lo largo de la distancia quimica 3

(€2(t)) ~ t, sobre la estructura fractal, el desplazamiento cuadratico medio resultante (en el espacio de

?Un “Sierpinsky gasket” embebido en d = 3, resultante en una sstructura tipo chocolate “Toblerone”, puede verse en
ref. [1]
3Distancia £ que la particula recorre, segiin su propio punto de vista, es decir, medida a lo largo del fractal.
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dimensién entera que la embebe) no crece lineal con el tiempo: debido a la existencia de sectores en los
que la particula ingresa y queda explorando regiones localizadas, separadas por grandes espacios vacios,
a todo nivel de escalas, la difusién resulta andémala subdifusiva. Para caracterizar esta subdifusién los

fractalistas? introducen una nueva dimensién: la dimensién del RW, d,,, definida mediante:
(r2(8)) ~ /%= (3.6)

El caso d, = 2 corresponde al RW convencional en un espacio de dimensién entera, mientras que
para una estructura fractal es dy, > 2, por ejemplo, para el Sierpinsky Gasket, de simulaciones resulta
dy, = 2.32 £ 0.01 [167]. '

Es importante distinguir esta subdifusién, debida a la fractalidad del espacio, de la subdifusién
en espacios de dimensién entera debida a la fractalidad del tiempo: Hemos visto que al incorporar la

WTD (1.5) en un CTRW, con 0 < 7 < 1 resulta también un movimiento subdifusivo:
(r2(t)) ~ t7 (3.7)

para cualquier dimensién (entera) d, del espacio en el que tiene lugar el CTRW. El exponente v aqui
caracteriza al tiempo fractal, y en el sentido esquemético de la Fig. 3.1 serfa una dimensién fractal de
Haussdorfl-Besicovitch, medida a partir del nimero de eventos (saltos de la particula) a lo largo del eje

del tiempo.

3.1.3 Dimensién espectral: d,:

Para caracterizar las propiedades dindmicas de una estructura fractal se introduce otro exponente: la
dimensién espectral, d,. Esta dimensién se refiere a las propiedades eldsticas o de vibracién de la
estructura. Si se imagina que cada ligadura (“bond”) entre los sitios vecinos del fractal se reemplaza
por un resorte, la densidad espectral de los modos de vibracién es anémala, por cuanto aparecen modos
localizados para frecuencias elevadas. Estos modos han sido introducidos en la literatura por Alexander
y Orbach, quienes los llamaron “fractones” [197). La densidad de estados de fonones en una red d-

dimensional, con invariancia traslacional, a bajas frecuencias es
2(w) ~ w1 (3.8)

La generalizacién a estructuras fractales consiste en definir un exponente d, tal que se preserve la misma

forma:
2(w) ~ wh L, (3.9)

Como ejemplo de un fractal deterministico consideremos nuevamente al Sierpinsky Gasket, para
el cual resulta
_2In(d+1)

s = m 310)

4Gente que estudia fractales {no confundir con “fatalistas”), asi mismo, “reaccionistas™: gente que estudia reacciones
(no confundir con “reaccionarios”).
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Siempre se verifica que d, < dy < d.
Como ejemplo de un fractal aleatorio, mencionemos los ciimulos que percolan (“percolation-

clusters”): en el umbral de percolacién forman una estructura fractal, para la cual vale [147, 148}:

Se habfa conjeturado que la misma relacién valdrfa para todo fractal (“conjetura de Orbach” [197]),

pero lamentablemente no es asf [147].

5

La densidad de estados de fonones, z(w), en una red d-dimensional puede relacionarse® con la

transformada de Laplace de la probabilidad de que un “random-walker” al tiempo ¢ esté en el sitio de

partida [196): si P(0,u) = [;° dt e " P(0,t), entonces
2(w) = ;1; Im P(0, s = —w + i€) (3.12)

A su vez, de resultados de Montroll y Weiss [64], (ver ecuaciones (10.26) y (10.25) més adelante) se

sabe que esta funcién est relacionada con el mimero medio de sitios visitados, S(t):
S(t) ~1/P(0,1) (3.13)
Entonces, coﬁ esta linea de razonamientos, es
S(t) ~ t%/? (3.14)

cuando 0 < d, < 2.

3.2 CTRW fractales.

Las caminatas aleatorias fractales surgen al incorporar distribuciones estables para alguno de los dos
ingredientes del CTRW: la distribucién p(r) o la WTD #(t). El primer caso lleva a una difusién anémala
superdifusiva (transporte turbulento), mientras que en el segundo a una difusién anémala subdifusiva

(transporte dispersivo). Consideraremos estos dos casos en las siguientes dos subsecciones.

3.2.1 Distribuciones “estables” o de Lévy
Las caminatas aleatorias fractales surgen de considerar distribuciones con la propiedad,
pk) ~1—akV +---| (8.15)

con

k=k|= k2 +...+k3 (3.16)

SEn efecto, esta es una definicién alternativa posible para la dimensién espectral, en términos de caminat 5 aleatorias:
d, se determina de la expresidn asintdtica de la probabilidad de que el “random walker” que haya retornado al sitio de
origen al tiempo t [166).
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Figura 3.3: Los primeros 10* puntos visitados por un “random-walker” en el plano, con una densidad de
probabilidad del tamano del salto a cada paso p(x) = ¥(1+ z)~!~7 (reproducido de ref. {122]). La flecha indica
la posicién inicial del “walker”. La dimensién fractal resultante para esta estructura de puntos es v = 1.6.

y 0 < 7 < 2; es decir, que no tienen un desarrollo de Taylor en el origen. Estas caminatas se lla-
man también Lévy flights [109, 110], porque se pueden obtener usando una funcién de densidad de
probabilidad p{(x) del tipo “estable” (o de Lévy):

p(k) = exp(—ak?) (3.17)

El calificativo “estable” se refiere a que (3.17) es la forma maés general de una funcién de densidad
de probabilidad con la propiedad de que sucesivas couvoluciones llevan a una funcién de densidad
de probabilidad de la misma forma, es decir, perteneciente a la misma familia [100]. Por ejemplo,
consideremos la caminata aleatoria unidimensional definida mediante (2.1): la variable aleatoria r es
la suma de n variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas de acuerdo a la funcién

estructura (3.17). Entonces, la distribucién de r es:
1 = =]
P,(r) = = / dk exp(—nk7) cos(kr). (3.18)
0

Obviamente la distribucién gaussiana es el caso més conocido con esta propiedad, y acd vemos que
corresponde al limite particular en que v — 2. También puede demostrarse que la positividad de la

funcién de densidad de probabilidad sélo estd garantizada para 0 < v < 2.

3.2.2 El “Weierstrass-random walk”.

Otro ejemplo de una funcién estructura del RW, que no es una funcién de Lévy, pero que a distancias

grandes es proporcional a una ley estable, es el “Weierstrass-random walk” [151]. Este es un RW en la
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red, para el cual la probabilidad del desplazamiento r = (r1,r2,...,rq) entre pasos consecutivos, estd

dada por
a-1

plr) =55

o0
3 6™ [+ by b o F Grg o + bry ], (3.19)

m=0
donde 0 < a,b. Si a < b?, el desplazamiento cuadritico medio de cada paso, o2, diverge, y el conjunto
g J

de sitios visitados forman un fractal de dimensién vy = In(a)/ In(b), sobre la red d-dimensional [111].

La transformada de Fourier de la ecuacién (3.19) es

o0
a

plI) = Y0 e Tp(r) = 2 dl Y a~™[cos(b™k1) + . .. + cos(b™ky)] (3.20)
r mz==0
que tiene la propiedad de escaleamiento:
1 a—1 nd
p(k) = a ' p(bk) + }: a"™[cos(k1) + ...+ cos(kg)] (3.21)
ad ‘=
de la cual se obtiene que para k pequeiios {81]:
: fiod 2ym
— _ vy, a-1 (—k%)
p{k) 1= Qy(k) KT+ ad 2_;1 @2m)! [1 - (B2/a)™]
~ l-—ak? (3.22)

donde Q,(k) es una funcién periédica de Ink con perfodo Inb [81]. Esta es una funcién continua pero
de oscilacién creciente a medida que k se aproxima a cero. En este limite es suficiente tomar su valor
medio a = {(Q,(k)) ; lo cual implica que para argumentos grandes p(x) decae de acuerdo a una ley de
potencia:

d—y

px)=cz” para z grandes. (3.23)

con0 <y <2

La inexistencia de una escala de longitud caracteristica para estas distribuciones de cola larga,

ecuacién (3.23), indica que el conjunto de puntos visitados por la particula es una estructura auto-

similar, es decir, un fractal Su dimensién fractal (dimensién de Hausdorfl-Besicovitch) puede ser de-
terminada y resulta igual a v [112]. Esto es un ejemplo de generalizacién a mayores dimensiones del

esquema de la Fig. 3.1.

En la Fig. 3.3 mostramos, a los fines de ilustracién, una realizacién de una caminata aleatoria

fractal en el plano, con v = 1.6.

3.2.3 CTRW de tiempo fractal: “Fractal-Time-CTRW” (FTCTRW).

Volviendo al WTD ¢(t), en forma equivalente se tiene el WT'D de Weierstrass:

W) = Al ;“ i(ab)’e"’\b't (3.24)
s=1

Donde 0 < b;0 < a < 1 para asegurar la normalizacién. Esta es la superposicién de infinitos procesos

de Poisson, cada uno caracterizado por una densidad exponencial: A; exp(—Ast), y por lo tanto con una
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escala caracterfstica dada por el tiempo medio de pausa 1/), = 1/(Ab*). Note que cada tiempo medio
es un orden de magnitud (en base 1/b) mayor que el anterior, y que la superposicién pondera tiempos
medios sucesivamente mayores con probabilidades de érdenes de magnitud (en base b) sucesivamente
menores. El resultado es una ¥(t) con propiedades de autosimilaridad. La ecuacién (3.24) se puede

reescribir como:

P(bt) = ¢(t)/(ab) — (1 — a) A b exp(—Abt) (3.25)
es decir que a tiempos grandes
Y(5t) ~ $(t)/(ab) (3.26)
cuya solucién (mediante transformada de Mellin), es de la forma de la ecuacién (1.5):
P(t) =ct™17 (3.27)
con
_In(a)
v = n(b) (3.28)

Nétese que si b™ < a (m - 1<y < m) todos los momentos a partir del (t™) divergen.

En particular si m = 1, esta funcién de densidad de probabilidad corresponde al llamado “tiempo
fractal”, para el cual no hay un tnica escala de tiempo, o en otras palabras, no hay una unidad de tiempo

natural,

3.3 La Entropia asociada a una distribucién de probabilidad.

El concepto de entropia es fundamental al estudiar los fundamentos de la Mecénica Estadistica de
equilibrio y de no-equilibrio. En conexién con procesos estocisticos y en particular con caminatas
aleatorias, el uso de este concepto es menos frecuente. En esta seccién ofreceremos una visién de las
estructuras fractales creadas como procesos de renovacién y en particular de los random-walks fractales
y del tiempo fractal como una consecuencia de un principio de maxima entropfa, cuando se usa una
apropiada generalizacién de este concepto.

Como hemos explicado, un CTRW queda especificado mediante las funciones de densidad de
probabilidad p(r) y el WTD ¢(t). En las secciones propondremos una clasificacién “entrépica” de los
diferentes tipos de CTRW a que pueden dar lugar.

3.3.1 Entropia de Boltzmann-Gibbs

Consideremos primero la WTD #(t). Requiriendo que la entropfa de Boltzmann (funcional de #),
SO = - [ 90 my(r) dt (3.29)

sea extremal bajo variaciones de 9(t), y sati "aga las condiciones auxiliares de normalizacién:
o0
/ B(O)dt =1 (3.30)
0
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y de un primer momento igual a constante (finita):
o0
(t) = /0 t Y(t)dt = 1/) (3.31)
se obtiene la WTD exponencial, correspondiente a un proceso de Poisson en el tiempo:

¥(t) = Aexp(-At) (3.32)

Consideremos ahora la funcién de densidad de probabilidad del desplazamiento a cada paso, p(x),

simétrica y con su segundo momento finito:

/x p(x) dx=0 ; /:i:2 p(x) dx = o?. (3.33)
A su vez, considerando estas ligaduras y la normalizacién de p(x),
/ p(x) dx =1, (3.34)
el requerimiento de que
Slp(x)] = - / p(x) In p(x) dx (3.35)

sea extremal ante variaciones de p(x), produce la densidad de probabilidad gaussiana [109]:

px) = (210%) " exp(~2? /207), (3.36)

En general, el requerimiento de que algin(nos) momento(s) enteros tomen un valor fijo, finito,
es considerado como la imposicién de “ligaduras naturales”: éstas generalmente se pueden relacionar

ficilmente con una magnitud fija medible.

Desde el punto de vista de la aplicacién en CTRW es importante destacar aquf que la imposicién de
ligaduras naturales en el formalismo de méaxima entropia lleva a funciones caracteristicas (transformada
de Fourier de p(x)) que poseen un desarrollo de Taylor cerca del origen:

1
plk)=1- -ﬁo%? +.... (3.37)

3.3.2 Entropia de Tsallis

El problema es que estas distribuciones que dan lugar a estas estructuras (espacio-temporales) fractales
no pueden ser obtenidas a partir del principio de maxima entropfa, a menos que se fuercen las funciones
de densidad de probabilidad a satisfacer ligaduras no naturales, dificiles de justificar fisicamente.
Tipicamente, aparte de la normalizacién, estas ligaduras involucrarian la especificacién de complicadas
funciones logarftmicas [114]. En relacién a ésto recordemos la observacién de Montroll y Shlesinger
[109): “the wonderful world of clusters and intermittencies and bursts that is associated with Lévy
distributions would be hidden from us if we depended on a mazimum entropy formalism that employed

simple traditional auziliary conditions”.
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Aqui haremos notar que el principio de maxima entropfa se puede aplicar considerando ligaduras
no-naturales, y/o modificando la definicion de entropia.

Como en el caso de los “Lévy flights”, la estadistica de Boltzmann-Gibbs parece ser inapropiada
para tratar algunas clases de sistemas fisicos que involucran interacciones de largo alcance. Por ejemplo,
en astrofisica asigna una masa infinita al modelo politrépico de sistemas estelares y aparecen inconsis-
tencias similares en el problema gravitacional tridimensional de N cuerpos [115]. Adema4s es incapaz de
describir las leyes de escaleo observadas en los campos relevantes de sistemas de vértices [116). Proble-
mas similares aparecen en la teorfa de agujeros negros [117] y supercuerdas (“superstrings”) [118].

Estas dificultades estdn probablemente relacionadas con la no extensividad de los sistemas involu-
crados, y por lo tanto podrian ser resueltas en el marco de la estadistica generalizada propuesta por
Tsallis [120]. Esta generalizacién consiste en definir la entropia de un sistema cuyo i-ésimo estado tiene

probabilidad p; como

-3 pf
Solpi] = —k 1o 2apy 3 E:;p‘, geR (3.38)

donde k es una constante positiva convencional. Para ¢ =+ 1y k = kp se recupera la definicién usual
de Boltzmann: § = —kp ¥, p; Inp;.
Bajo las condiciones de normalizacién de la probabilidad; }°; pi = 1, y una forma generalizada del

promedio de la energia,
Y_ep! = Eg, (3.39)
‘

la maximizacién de Sy hace posible derivar una Termodinimica generalizada, la cual es formalmente
equivalente a la tradicional y conserva la misma estructura de transformadas de Legendre [121]. Pre-

cisament;e la no aditividad de la entropia de Tsallis guarda relacién con la no-extensividad de estos
sistermnas [119, 121].

La entropia de Tsallis puede ser aplicada a las caminatas aleatorias mediante el formalismo de
méxima entropfa. Para ello consideremos la variable vectorial continua x en un espacio d-dimensional.
Sea p(x) su densidad de probabilidad asociada, a la que se le pide satisfacer la condicién de normalizacién
(3.34). La correspondiente forma éxtendida de la entropia de Tsallis es

Salp(x)) = =k L”—{f'%f—‘—i—’f (3.40)

La extensién natural de la ligadura generalizada (3.39) en términos de z es (ver ecuacién (3.33))
/ 22p(x)%dx = Qg / 29-152p(x)%dz = 024, (3.41)

donde Q4 es el dngulo sélido en d dimensiones.

Aplicando el principio variacional a Sy[p(x)] bajo las ligaduras (3.34) y (3.41), se obtiene la
siguiente forma para la densidad de probabilidad de tamaifio del salto:

/(1-q)
p(x) = [;ﬁ’_“ﬂuﬁ x2]1 e , (3.42)



donde a y 3 son los pardmetros variacionales. Notar que este resultado —que no depende de la dimension
espacial— es andlogo a la distribucién de probabilidad de la energia obtenida en la Termodindmica
generalizada [121, 127, 128, 124].

Esta distribucién del salto en (3.42) tiene la misma forma funcional que en (3.23). Asi, con una
eleccién conveniente del indice g, el conjunto de puntos visitados por la particula (“walker”) serd una
estructura autosimilar, fractal. Requirir que p(x) ~ 7177 para z grandes implica

q= ?‘j‘_‘% (3.43)
Este valor de ¢ fija la estadfstica generalizada compatible con la dimensién fractal y. A los fines de tener
una estructura similar bien definida esta dimensién fractal debe ser menor que la dimensién espacial:
v < d. Ademé.s, la constante de normalizacién (3.34) impone que v > d — 1. Estos requerimientos
determinan que el valor de g dado en (3.43) satisfara (3 +d)/(1 +d) < ¢ < (2 + d)/d. En particular,
esto implica

1<g<i3. (3.44)

Obsérvese que el limite ¢ — 1 corresponde a ¥ — oo, situacién en la cual todos los momentos enteros
de p(x) se vuelven finitos y la distribucién no es méas estable. En efecto, en este limite p(x) se reduce a
la distribucién exponencial.

Es importante destacar que la convergencia de la integral en la ligadura generalizada (3.41) ne
tmpone ninguna condicion adicional en los valores de v and q. En efecto, para z — oo el integrando

z9-122p(x)9 se comporta precisamente como z%~!p(x),

2HH1pt & gd-1p o gd-27, (3.45)

tal que la normalizacién de p(x) justo asegura la finitud de 03. En este sentido, la ligadura (3.41) ~la
cual habfa sido propuesta ad hoc en la generalizacién de la Termodindmica mediante la entropfa de
Tsallis [120, 121]'a los fines de que preserve la estructura de Legendre— resulta ser, desde este punto de

vista, natural.

Los resultados de esta seccién extienden el formalismo de maxima entropia a aquella clase de pro-
cesos caracterizados por distribuciones con cola larga, las cuales originan estructuras que no tienen una
escala tinica de longitudes. El ingrediente principal en este método que lleva de estructuras estadisticas
a autosimilares es el uso de entropias generalizadas de Tsallis. Aunque ya habia sido conjeturada una
coneccién entre la Termodindmica generalizada y los fractales [120, 134], esta es la primera vez que
efectivamente se revela tal conexién.

Considerando el interés creciente en Fractales desde el trabajo pionero de Mandelbrot [135] es
necesario construir un marco de Mecéanica Estadistica para estructuras fractales. Nuestros resultados
det ‘rminan por primera vez la relacién entre el indice ¢ en la entropfa de Tsallis y la dimensién fractal
de las muestras autosimilares generadas a partir de ella, como también justificar el tipo de ligaduras

usadas en los cdlculos variacionales.
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3.4 Conclusiones

En este capftulo analizamos las funciones de densidad de probabilidad a partir del principio de mixima
entropfa. Mostramos que las distribuciones estables y las fractales, como asf también las estructuras
fractales aleatorias emergen de un principio de maxima entropfa cuando se usa la entropfa generalizada
de Tsallis, con ligaduras del tipo usada en el estudio de multifractales. Esta es la primera vez que se
realiza una conexién (cuantitativa) entre la entropia de Tsallis con fractales: el pardmetro ¢ de la entropia
se determina a pertir de algo fisicamente medible: la dimensién fractal (de Hausdorff-Besicovitch) ~:
g = (3+7)/(1 +7), ecuacién (3.43). Esto sugiere que la Mecanica Estadistica generalizada fundada
(basada) en la entropia de Tsallis podria servir como un marco tedrico natural para estudiar sistemas

fractalmente estructurados [123].
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Capitulo 4

Modelos de difusiéon pura, asintética y
anomala

Los dos ingredientes fundamentales en el esquema CTRW son las densidades p(r), 1(t). En este capitulo
analizaremos la relacién de la solucién CTRW, en términos de ellas, con la descripcién de la difusién a
un nivel macroscépico en términos de la ecuacién de difusidn, la ecuacién de difusiin con derivadas

fraccionarias y su generalizacién con un “kernel” de memoria.

4.1 El CTRW resultante del principio de maxima entropia

El concepto de difusién nace con el estudio de una particula realizando un movimiento browniano. La
primera explicacién cuantitativa del moviento browniano fue debida a Einstein [7]. En su representacién,
la posicién espacial de la particula browniana era un proceso estocastico. Einstein modeld el proceso
estocéstico sugiriendo que la densidad de probabilidad para la posicién, P(x, t), a escala de tiempos

grandes, estd gobernada por la ecuacién:
8 P(x,t) = D V2P(x,t) (4.1)

donde P(x,t)d?x es la probabilidad de encontrar a la particula al tiempo ¢ en el elemento de volumen
espacial (x,x + d’%), y D es el coeficiente de difusién. Observe que esta ecuacién de difusién no
especifica los detalles del movimiento de la particula, es una ecuacién macroscépica que describe el

proceso a escalas de espacio y tiempo suficientemente grandes.

Por otro lado, la incorporacién de WTDs asintéticamente proporcionales a una ley estable en el
esquema CTRW estuvo motivado por una descripcién alternativa del transporte en medios desordenados
[170): en vez de considerar el desorden espacial, se imagina al portador de carga moviéndose en una red
regular y se incorpora el desorden en el aspecto temporal, usando WTDs con momentos divergentes. El
éxito notable de este esquema teérico simple, al reproducir fielmente las curvas experimentales de medi-
ciones de transporte de corriente en medios amorfos [138, 150], motivé su aplicacién en otros problemas
relaci nados con vidrios y materiales amorfos [1] y la extensién del esquema CTRW agregindole esta-
dos (grados de litertad) internos [185}, lo cual hizo posible la descripcién del transporte en materiales

superidnicos [186], entre otros.
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Sin embargo, apartindose de las motivaciones originales en los que surgieron estas descripciones,
podemos considerar al CTRW en la forma presentada en los capitulos introductorios. Esto es, como
la descripcién del movimiento errético desde una perspectiva estroboscépica: se imagina al movimiento
descompuesto en “pasos” (identificados por el indice n), que corresponden en esta interpretacién a los
instantes de los “fashes” de la observacién estroboscépica. La estadistica del desplazamiento a cada
paso estd dada por p(x) y la del tiempo transcurrido entre pasos consecutivos por ¥(t). Ademds, hay
que especiﬁcé.r las condiciones iniciales para el tiempo y el espacio. Obviamente esta es una descripcién
a un nivel més detallado del movimiento difusivo que el ofrecido por la ecuacién (4.1), pero atin
suficientemente global como para no requerir la especificacién de los mecanismos microscépicos que

producen este tipo de movimiento: es lo que se llama un nivel de descripcién mesoscdpica [137).
Transformando la ecuacién (4.1) en Laplace sobre la variable t y en Fourier sobre la variable
espacial, obtenemos:

_ P(k,t=0)

— jd —ut /oo ikx
Pk,u) = /; dte™ [~ dx X Pl t) = S (4.2)

Cuando la condicién inicial es P(k,t = 0) = 1, es decir, P(x,t = 0) = §(x — 0), la ecuacién (4.2) es la

representacién en Laplace y Fourier de una densidad de probabilidad gaussiana:

P(x,t) = (4xDt)~%? exp {——fg;} (4.3)
de donde se obtiene

@) = £ {-VEP(k,u)l=o} | (4.9)

(f’(t)) = 2dDt (4.5)

exactamente a todo tiempo. Es lo que llamaremos una difusién pura. Por otra parte, si en la solucién

CTRW, ecuacién (2.29)
1-+(u) Plk,t=0)

1 - ¢(u)p(k)’

indagamos el comportamiento a tiempos y distancias grandes, es suficiente considerar sélo los primeros

P(k,u) = (4.6)

términos en los desarrollos asintéticos de las densidades:

2
PWEI-Wu 5 pl) 21—k (4.7)

los que llevados a la ecuacién (4.6) conducen a la misma forma, (4.2), correspondiente a la ecuacién de
difusién. Vemos entonces que cualesquiera sean p(x) y ¥(t), siempre que sus primeros momentos (t) y
o2 sean finitos, a tiempos largos y distancias grandes, el P(x,t) del CTRW, ecuacién (2.34), adopta la

forma gaussiana, que es el propagador de la ecuacién de difusién, con un coeficiente de difusién:
02

b= 33 D) (4.8)

Concluimos que el primer momento del tiempo de pausa, (t}, y el segundo momento del tamafio del

2

salto a cada paso 0“, son suficientes para determinar D.
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La ecuacién de difusién es entonces la descripcién comin a tiempos y distancias grandes siempre
que existan estos momentos.

Otra observacién a destacar es que de esto se concluye que todo p(x) y ¥(t) resultantes de
maximizar la entropfa de Boltzmann, con ligaduras naturales, produce un CTRW que a tiempos grandes

satisface la ecuacién de difusidn.

4.2 Descripcién de la difusién pura

A un nivel mesoscépico hay muchas maneras de modelar la difusién. La manera de hacerlo queda
determinada con una particular eleccién de p(r) y ¥(t). Note sin embargo que mientras la ecuacién de
difusidn resulta en un desplazamiento cuadritico medio exactamente lineal a todo tiempo, en el esquema
CTRW habra una evolucién diferente a tiempos intermedios para cada WTD particular. La expresién
exacta estd dada por la ecuacién (2.48):

F2(t)) = o2 £} {-}‘- %} (4.9)
Una pregunta interesante es: cudles son las densidades que llevan mds rdpidamente a la forma difusiva

(4.1)? Vemos que la eleccién
(4.10)

y p(x) tal que 02 < oo es suficiente para producir exactamente la misma forma, (4.5), con (4.8), es
decir, con el WTD exponencial, que caracteriza al proceso de renovacién de Poisson y que surge del

principio de méxima entropia de Boltzmann considerando como ligadura su primer momento:
Yty =re™ ; A=1/() (4.11)

Puesto que, segiin el resultado de ecuacién (2.48), de todas estas posibilidades en un CTRW
ordinario, difusién pura ocurre sélo para el WTD exponencial, llamaremos a éste CTRW un modelo
puramente difusivo, mientras que el uso de cualquier otra WTD con por lo menos primer momento
finito satisfacerd (sélamente) a tiempos largos la ecuacién (4.1), y por lo tanto nos referiremos a este
tipo de llaméndolo “CTRW asintdticamente difusivo”.

Existe sin embargo una tercera clase de modelo de difusién, para el cual no existe ni siquiera a

tiempos largos un comportamiento difusivo, sino que ocurre la difusidn andmala [18, 147, 172):
(r*(t)) ~ t¥/% parat—+ oo (4.12)

donde d,, es el exponente de difusién anémala. Ambos casos son posibles: difusién reducida (dy, > 2)
o aumentada (d,, < 2).

La manera de obtener subdifusién con CTRW es considerando WTDs del tipo proporcional a una

ley estab e a tiempos largos, ecuacién (1.5):
Y(t) ~ct™IY (4.13)
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Usando el desarrollo (1.7) con 0 < v < 1 en la ecuacién (4.9), resulta la forma anémala (4.12) con
dy, = 2/v. Ademés el propagador no tiene més un limite gaussiano, es decir, no satisface la ecuacién de
difusién ni siquiera a tiempos largos [24, 236, 173]. Esto se discutird en detalle en la seccién 4.3.2.

Un anélisis similar cuando (t) < co y con una funcién estructura proporcional a una ley estable

a distancias grandes, ecuacién (3.15), usando (2.46), conduce también a difusién anémala,
(r’(t)) ~t7 parat—+ oo (4.14)

pero ahora con 1 < 7y < 2, es decir, dando lugar a superdifusién [150].

Concluimos entonces que las funciones de densidad de probabilidad obtenidas usando la entropia
de Tsallis producen en el esquema CTRW difusién anémala; mientras que la entropfa tradicional de

Boltzmann-Gibbs da lugar a difusién (ya sea pura o asintética).

4.3 Descripciones de la difusién anémala

Vimos que cualquier WTD que tenga su tiempo medio de pausa finito, con una funcién estructura con
segundo momento finito, da lugar a un CTRW que a tiempos largos satisface la ecuacién de difusién.
Cabe preguntarse cudl es la ecuacién correspondiente a un CTRW de tiempo fractal. En esta seccién
mostraremos que es una ecuacién de difusién generalizada, en el sentido de que la derivada temporal
es de orden fraccionario. Veremos también que una representacién alternativa se obtiene conservando

la derivada temporal de orden entero e introduciendo un kernel de memoria.

4.3.1 La ecuacién de difusién generalizada con un kernel de memoria

Cuando se busca expresar el CTRW en términos de una ecuacién maestra para P(r,t) :

BP(r,t) = A| Y pr—r)P(',t) = P(r,t) 3 pr' ~ r)}

LT/ #T r'#r
= A| Y plr—1)P(r,t) = P(r, t)] (4.15)
| F'#ET

donde A = 1/(t), se encuentra que sélo es posible hacerlo a todo tiempo cuando el WTD es exponencial.
Se puede ver ficilmente [111] que el uso de cualquier otro WTD no exponencial en el CTRW introduce

un kernel de memoria, originando una ecuacién maestra generalizada:

& P(r,t) = /t dt' K(t-t) [Z po(r — )P, t') - P(r, t')] (4.16)
0 r'#r
donde, en Laplace
K(u) = ¥(u)/$(u) (4.17)

Observe que tnicamente la eleccién ¥(t) = Ae™* produce K(t—t') = X §(t—t'), haciendo desaparecer la

memoria, a todo tiempo. En cualquier otro caso, esta memoria decae con el tiempo y el “kernel” converge
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a un “rate” constante: K(t — oo) = 1/(t), o menos que el tiempo medio de pausa sea divergente. En

este caso, considerando la WTD de ecuacién (1.5), resulta
K(t—=00)~t~%" paral<y<1 (4.18)

Considerando el desarrollo para distancias largas de p(r), retener sélamente informacién de sus dos
primeros momentos (finitos) (desarrollo hasta orden k2, en ecuacién (3.37)) equivale a aproximar la
convolucién espacial en ecuacién (4.16) por un laplaciano discretizado. Se puede escribir entonces, para

una escala gruesa de longitudes:
. :
8,P(r,¢) = /0 dt' K(t - £)V2P(r, ) (4.19)

Vemos entonces que un WTD no-exponencial conduce a una ecuacién de difusién con un “kernel”
de memoria. Este tipo de ecuacién ha sido utilizada para modelar el transporte de excitones [193]
en cristales moleculares [192], en cristales iénicos, en vidrios y en soluciones. El proceso biolégico de
fotosintesis es también un ejemplo de tal transporte: en el proceso de absorcién de la luz incidente en un
sistema fotosintético los fotones se convierten en excitones. Pero sflamente en determinados centros de
reaccién puede utilizarse la energfa de estos excitones. Se habla entonces de un proceso de transferencia
de energia (“energy transfer”) desde los sitios de absorcién de fotones hacia los centros de reaccién de
la sustancia [85]. Para una revisién del fenémeno de difusién de excitones en sélidos organicos puede

consultarse el articulo de revisién de la ref. [194].

4.3.2 La ecuacién de difusién fraccionaria y su relacién con el CTRW

La ecuacién de difusién con derivadas fraccionarias (“fractional diffusion equation”) (FDE) es un
tema de interés reciente [141, 142}, y aiin no estd claro qué clase de proceso de transporte describe.

Recientemente, Giona and Roman [143, 144] propusieron la forma
i)
8% p(rt) = —A { SP(rt) + = P(r1) (4.20)

donde k = (d — 1)/2, para describir la difusién anémala que ocurre en estructuras fractales, en las
cuales (r2(t)) ~ t?/% a tiempos largos. Ellos lo compararon con el “Fractional Brownian motion”
[146] y con la ecuacién para describir difusién en fractales propuesta por O’Shaughnessy and Procaccia
[149] concluyendo que no corresponde a ninguno de ellos. Acd mostraremos que esta ecuacién (4.20),
corresponde exactamente al “fractal-time continuous time random walk (FTCTRW)” [150] en el régimen
de tiempos largos, en dimensiones enteras d = 1 and d = 3; y sélo aproximadamente para d = 2.

Vimos que en el formalismo CTRW el propagador (la funcién de densidad de probabilidad para
la posicién r en la cual se encuentra el “random walker” al tiempo t, habiendo partido de r = 0 en
t = 0 toma la forr a [153, 24]:

——zk -r

_ = P(u)
P(r,u,d)—l : (%)d[ / k = (4.21)
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donde, por conveniencia posterior, hemos introducido explicitamente la dimensién del espacio como
pardmetro, en el argumento de esta funcién.

Como estamos interesados en el comportamiento a distancias grandes, estudiamos el integrando
en los alrededores de k% ~ 0. Siendo 02 la varianza de un paso, entonces p{k) ~ 1 — %3 k? con
k? = k% +k34...+ kg, y el propagador toma la forma

. u 1 e—tkr
Pr,u;d) = u( : (211)",/ / a’% PR+ ... + K2/ (2d) + [1 — ¥(u)]

Esta integral puede calcularse exactamente [155]:

Plrid) 2 oo O/ L QPP Ky Z ew) 5 g =22 1 )

donde r = |r - r|}/? y K,(z) es la funcién de Basset! [72]. De las propiedades de esta funcién se puede

(4.22)

demostrar (mediante un cédlculo extenso) que la ecuacién (4.23) poseé la siguiente propiedad recursiva
(parar >> o): ‘
1 0

P(r,u;d) = ~5 B —P(r,u;d - 2) (4.24)

para cualquier dimensién espacial d (entera). Note que esta relacién nos dice que, en el régimen de
distancias grandes, conociendo el propagador para d = 1 se puede obtener inmediatamente el propagador
para cualquier dimensién impar, en el mismo régimen. A su vez, P(r,t;d = 2) nos permite obtener el
propagador en cualquier dimensién par. Esto establece una distincién entre espacios de dimensiones par
e impar, que estudiaremos més adelante. Hacemos notar que que la ecuacién (4.24) vale para cualquier
WTD. En particular, para el FTCTRW, donde el WTD 4(t) tiene una cola a tiempos largos ¥(t) ~
¢ t7177 que en la representacién de Laplace es ¢(u) ~ 1 — au? para0 < vy < 1, con a = cI'(1 — 7} /7.
En este caso el tiempo medio de espera (t) = [;° t ¥(t)dt, diverge y la difusién del “walker” es anémala:
{r(t)2) ~ t7, mientras que para y > 1 es finito y se recupera la difusién normal? (r(t)%) ~ 2dDt.

Llevando este WTD a la ecuacién (4.23), y considerando d = 1, se obtiene

2 1
P(riu;d=1) = ﬂ/—a—z =y P [—gx/?au"/?] , (4.25)

lo cual puede reescribirse como

w2 Prou;d=1) = A -;-P(r, u;d = 1) (4.26)
con A = 0/y/2a. Pero esta es la transformada de Laplace de la siguiente FDE:

a2 7]

5 /2P(r,t d= 1) ~-A -é—;P(r,t,d =1) (4.27)

suponiendo que ) “1p(r,t =0;d =1) = 0. Esta es precisamente la ecuacién (4.20) para d = 1.
La FDE correspondiente al FTCTRW en d = 3 sigue de la ecuacién (4.24), en la representacién

temporal:
1 0
P(r,t;d=3) = ~5r B P(r,t;d =1) (4.28)
!Conocida también como funcién de Bessel modificada (ver por ej. [175]).
ver, sin embargo, comentario en el capitulo 13, ecuacién (13.1).
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Luego, aplicando el operador 6;7/ 2 a ambos miembros de esta ecuacién y reemplazando en el miembro

derecho la expresién (4.27) obtenemos

7/2 - :i. 9 {_‘?_ d= }
8/ P(r,t;d = 3) 5r 5 5 P(r,t;d=1)}. (4.29)
Usando nuevamente ecuacién (4.28), arribamos a la ecuacién fraccionaria en d = 3:
8 2P(r, t;d=3) = ~—§ S ¢ Pertd=3)) = {g P(rt;d =3) + %P(r, td= 3)} (4.30)

Nétese que esta es precisamente la ecuacién (4.20) para £ = 1, es decir, d = 3.

De esta manera vemos que la FDE propuesta, ecuacién (4.20) coincide exactamente con la forma
a tiempos largos de un FTCTRW en una y tres dimensiones.

Resta analizar- el caso bidimensional. Este caso es singular en la teoria de FDE en el siguiente
sentido:

Consideremos la ecuacidn de difusién estdndard, con simetria esférica:

D 8 f418
dlar 31'

Esta ecuacién puede ser reescrita en términos de derivadas fraccionarias como [143] [141]

%P(r,t;d) = P(r,t; d)} (4.31)

8;’P(r,t;d) = [—g;P(r,t) + 9—2:;1 P(r,t; d)} (432)

Nétese que este es el caso paray — 1., en el cual se establece la difusién. Sin embargo, la ecuacién (4.32)
coincide exactamente con la ecuacién de difusién estdndard (4.31) tnicamente parad =1y d = 3.
Esto puede verse aplicando el operador 6,1 /2 3 ambos lados de la ecuacién (4.32) y comparando con la
ecuacién (4.31). Para d = 2 resulta un término extra —P(r,t;d)/(4r?%), entonces la ecuacién (4.32) en
dos dimensiones sélo es valida asintéticamente, es decir, para r2/(r(t)%) — oo.

Similarmente nos podemos preguntar si en dos dimensiones la FDE (4.20), con v = 2/d,,, corres-

ponde sélo aproximadamente a un FT'CTRW. Para d = 2 la ecuacién (4.23) es

Pruid=2) = googp 1 600 Kol €w) (4.39

2da Ko( —2— V2dau/?)

(2no?) ul-/2

Usando dKy(z)/dz = — K (z) y la forma asintética Kn(z) = /7/(2z)e*[1 - (1/4 — n?)/z], (para z —
00), podemos escribir aproximadamente dKo(z)/dz ~ [1 + 1/(2z)]Kq(z). De esta manera encontramos

la siguiente ecuacién aproximada, en la representacién de Laplace:
/2 A2 ] 1
u?* P(ryu;d =2) = 1 + — [ P(ryu;d =2) + -2-;P(r, u;d = 2)]. (4.34)

Aqui mostramos la primera correccién, que e el factor entre llaves. Teniendo en cuenta que esto vale a
tiempos largos, es decir para u — 0, y distancias grandes tal que Ko(z) y K)(z) pueden ser aproximadas

conservando los primeros dos términos de sus desarrollos asintéticos, sigue que la ecuacién (4.34)
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es valida Yinicamente para /{r(t)¥) << r. En este régimen este término de correcién puede ser
despreciado y obtenemos para d = 2 que la FDE (4.20) es una descripcién aproximada de un FTCTRW,

como en el caso difusivo.

Nota agregada: En relacién a esta seccién® queremos mencionar el articulo reciente de Hilfer y
Anton, ref. [174], en el que se conecta la ecuacién maestra con derivada temporal fraccionaria con el
FTCTRW. Por otra parte, Guy Jumarie estudia por primera vez la ecuacién de Fokker-Planck con
derivada fraccionaria para el tiempo en ref. [214)], y Hans Fogedby la ecuacién de Fokker-Planck con

derivada fraccionaria para el espacio en ref. [215].

4.4 Conclusiones

En este capitulo hemos discutido distintas maneras de modelar la difusién anémala. En particular, en

la seccién 4.3.2 mostramos que la ecuacién de difusién con simetria esférica de orden fraccionario?:

a,‘/d“’P(r,t) = —A [g—P(r,t) + é‘é—:‘l P("st)]

T

corresponde a la descripcién a tiempos largos de un CTRW con tiempo fractal, en el cual la WTD es
Y(t) ~t7 17, con0 <y =2/d, < 1.

Concluimos que la FDE (4.20) es exactamente (es decir, para toda distancia) la descripcién de un
FTCTRW en una y tres dimensiones, mientras que en dos dimensiones es sélo vilida para distancias
mayores que la longitud de difusién, dada por el desplazamiento cuadritico medio. De esta manera, la
inexistencia en d = 2 de una representacién exacta de la ecuacién de difusién como FDE también se

presenta en el caso de un FTCTRW.

*Sometida a “Chaos, Solitons and Fractals” en Octubre de 1993, ref. [173].
“Nota: al concluir este trabajo, un nuevo articulo fue publicado que estudia estas representaciones y sus soluciones en
términos de funciones de Fox [177] [178].
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Capitulo 5

El ruido dicotémico como proceso de
renovacion

En este capftulo estudiaremos una clase especial de proceso estocéstico dicotémicol: aquellos procesos
dicotémicos en los que los instantes de cambio el ruido forman un proceso de renovacién a lo largo del
eje del tiempo [9].

Este proceso de renovacién estd definido por la WTD (¢}, en base a la cual se construye la jer-
arqufa (1.10) que caracteriza al proceso. Alternativamente, dada la funcién de correlacién a dos tiempos,
{a(t)a(t')), el ruido quedara caracterizado si el proceso es estacionario (proceso de renovacién de equi-
librio).

El propédsito de este capitulo es derivar la relacién entre el WTD y la funcién de correlacién,
para el caso particular de un proceso estocastico dicotémico de renovacidn. Se considerarin procesos

ordinarios y procesos de equilibrio (estacionarios).

5.1 Generacién de ruidos dicotémicos a partir de diferentes WTD

En esta seccién obtendremos una expresién general para la funcién de autocorrelacién {a(t)a(t’)) de
un proceso estocastico dicotémico, a(t) = —¢,+¢, en términos de la WTD +(t), para el tiempo t
transcurrido entre dos cambios sucesivos de niveles.

Con ese propésito consideremos dos tiempos arbitrarios t/,¢ con t' < t (ver Fig.5.1). Los posibles

valores que puede tomar el producto a(t)a(t') son

(+€) (~¢e) = —ez
=[5 63 2 7
(+e) (+e) = €2
Sea p_ (p4) la probabilidad del resultado —&2 (4¢2). Entonces es
{a(t)al®)) = e’(py — p-) (52)

'Llamado, indistintamente, ruido dicotémico.
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Figura 5.1: Realizacién de un proceso estocastico dicotémico.

Puesto que p_ + p;+ = 1, podemos escribir,
(a(t)a(t)) =€® (1-2p-) (5.3)

A continuacién calcularemos las probabilidades p_, p4, como funcién del tiempo. Supongamos que en
el instante t’ el ruido est4 en el nivel € y sea t; el tiempo al cual realiza el primer rambio. La funcién de
densidad de probabilidad para el tiempo transcurrido, t; — ¢/, estd dada por la FWTD, 9(t; —t';¢') (ver
seccién 1.1.3). Entonces p_ es la probabilidad de que en el intervalo de tiempo (¥/,t) ocurra un nimero
impar de cambios. En general, la.probabilidad de n cambios en este intervalo tendrd una dependencia

paramétrica en t':
xa(t — ;) = probabilidad de ocurrencia de n cambios del ruido en (t/,t) (5.4)

Puesto que suponemos que los tiempos de cambio del ruido siguen un proceso de renovacién describible
por la jerarqufa (1.10), esta probabilidad resulta igual a la convolucién de las densidades de probabilidad
Y(A, ¥ )¢n_1(A), convolucionada a su vez con la probabilidad ¢(A) de que el ruido conserve su estado
desde el instante en el que realizé su n-ésimo cambio hasta el tiempo de observacién, t. En Laplace,

usando (1.11) con ¥; (u) = ¢¥(u,t’), resulta:
L {9 ) )] g(u);t — ¢} sin=1,2,3,...

Xn(t—t;t) = (5.5)
¢(t—-t’;t’)=£"1{—l~'ﬂ%’5ﬂ} sin=0
A partir del cual calculamos
p-t-tit) = Y xa(t-tt) (5.6)
n=1,3,5,...
p+(t-tt) = Xn(t =t t) (5.7)
n=0,24,...
resultando
Y = pwt) — L gy = L) ,
p—(uvt) - ¢(u:t) 1-—1/)2(‘!1) ¢(u) - ‘U[l +?/)(‘U.)] (5 ’)

gy = L__pt)
p+(w;t) = w o[l + o] (5.9)
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verificdindose que
pe(t =t ) +p(t-t;t) =1 (5.10)

para toda WTD y para todo t'.

5.2 Decaimiento exponencial

Recordemos que el WTD exponencial que caracteriza al proceso de Poisson es el tinico para el cual
Yt—t;t) = Yt —t) = Ae *¢*) vale exactamente a todo tiempo. Las expresiones anteriores resultan

en este caso
1 O\t~
p_(t-t) = sli-e 2=t (5.11)
1 oV
pe(t=t) = 3 [1+e 20, (5.12)

de tal manera que, usando (1.10), la correlacién para un “ruido dicotémico de Poisson” resulta expo-
nencial:

(a(t)a(t)) = e2e~ P -1) (5.13)
lo cual es un resultado bien conocido. Téngase presente que la inversa también es cierta: un decaimiento

exponencial de la funcién de autocorrelacién implica un WTD exponencial.

5.3 Ruidos “con memoria”

Consideremos ahora una WTD ¢(t) arbitraria. La expresién general es

(a(t)a(t)) = €2 [1 ~or-! {;ﬁ/’%; (t - t')}} (5.14)

5.3.1 Situacién de equilibrio: ruido estacionario

Suponiendo que el tiempo medio de pausa, (t), es finito, el proceso dicotémico alcanza una situacién
estacionaria o de equilibrio, en la cual existe una forma limite cuando ¢ — oo, independiente de ¢'.
Considerando entonces (t—t') << t, usando (1.31) y (1.35): ¥(t,t — o0) = ¢(u)/(t) = [1-¥(u)]/({t)u),
es

(a(t)a(t)) = €2 [1 - %c“l { M&ﬁ; (t - t')}] = G(t-t) (5.15)

Observe que usando la propiedad de transformadas de Laplace: limy,¢ f(t) = limy_y 0 uf(u), se verifica
inmediatamente que lim;_,y G(t — /) = €2, como corresponde.

Usando el desarrollo (1.3) es posible representar esta funcién en términos de funciones general-
izadas:

(a(t)a(t)) = €2 [1 - @ﬂ%ﬁﬁ S(t—t)+ -<—t—:-2 Sit-t)+.. ] (5.16)

lo cual nos muestra que si la varianza de t/(t) es mayor que la esperanza, t/(t), la correlacién es

positiva (al tiempo t es mis probable encontrar al ruido en el mismo nivel en el que estaba a ¢/, que en
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el otro), lo cual para el modelo de Ising, a ser considerado en el capitulo 9.1, significard una tendencia

ferromagnética.

5.3.2 El ruido dicotémico con fluctuaciones infinitas

Cuando el (t) < oo pero el segundo momento {t2) diverge (y por lo tanto todos los momentos superiores
también), vamos a convenir en llamar a este proceso un proceso dicotémico con fluctuaciones infinitas.
Consideremos en este caso una WTD asintéticamente dada por ecuacién(1.5): #(t) ~ ¢ t~1"7 con

1 < 4 < 2. El desarrollo para t’ — o0,y (t — ') — oo tal que (t — ') << ¥, resulta en

=2 el (=)D — -
(a(t)a(t)) = 2 oV (t=¢)y" O VLol -t)" 1<y<2 (5.17)
y en particular para ¢[y,t] = y(1 +¢)71"7 es
(a®a) =€ ¢t-t) O V40O[(t-¢)] 1<y<2 (5.18)

Equilibrium Renewal Processes

log,o(t—1t")

Figura 5.2: Simulacién de un ruido dicotémico con fluctuaciones infinitas, usando ¥[v,t], para (desde arriba
hacia abajo) v = 1.1,1.3,1.5,2.1,2.5,4.0 y en lineas de trazo el ruido de Poisson, a los fines de comparacién
comparacion, que seria el limite v — co. Las lineas rectas muestran los asintéticos segin teoria, ecuacién (5.18).

5.3.3 El ruido dicotémico fractal

Consideremos ahora que incluso el primer momento diverge. Vamos a convenir en llamar a este proceso
u . proceso dicotémico fractal o ruido dicotémico fractal. En este caso no se alcanza una situaci( 1
estacionaria (ver ecuacién (1.33)), sino que siempre perdura una dependencia de ¢'. Es decir, en este

caso el sistema es no ergdédico (en el sentido de ref. [158]).
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Recordando que por normalizacién es ¥(u = 0) = 1, en la aproximacién m4s baja para u ~ 0 es

1+ 9¥(u) ~ 2, con lo cual el denominador de la ecuacién 5.14, resulta,

(a()a(t)) = e [1-5—1{_’11.(}.3!_'2;@-{)}} =¢? [1- ;"t',p(/_;;t')da]

= €2 ¢(t-t;t) para (t — t') grande (5.19)
Para calcular ¢(A,t’), partimos de su transformamos en Laplace sobre la variable A =t — ¢':
#ut) = LD (5.20
y luego transformamos en Laplace sobre la variable ¢":
¢(u,v) = ;1; - ﬂ%—ﬂ (5.21)
usando la expresién derivada para ¢(u,v), ecuacién (1.29):
Bluw) = — - W —4) (5.22)

w (v - u)l-$(v)]

Desarrollamos esta expresién para u — 0;

a

dlu~0,v)= TR (5.23)
entonces, invirtiendo la transformada a la representacién A:
AT

$(8,0) = =— (5.24)

I'(1 = 7)v[l — ¢ (v)]
vilido para A —+ oo y para todo v. Considerando ahora v — 0,obtenemos la forma para t' — oo tal que

Y < A
1

At~ AT 5.25
y la funcién de autocorrelacién depende del instante t' al cual comienza su medicién:
1 t—-t\77
Ny o 2
{a®)a(t)) ~e AT T =) ( 7 ) 0<yx<l (5.26)

cuando t — t' y ¢’ son grandes, tal que ¢ << (t - ?t).

5.3.4 El ruido degenerado o seiial deterministica:
Considerando el caso particular en que la funcién de densidad de probabilidad (t) degenera en una
distribucién, podemos estudiar la funcién de correlacién para una seiial deterministica. Sea

P(t) =48t ~-T) con (t™)=Tm (5.27)

Entonces ¢(u) =e*T y

2 . 1—e T .
Gt—t)=¢> [175‘: l{m,(t-ﬂ)}]

T

Esta transformada inversa es obtenible en forma exacta: es una funcién en forma de diente de sierra

[179].

=2 [1 ey { -ul—z tgh(uT/2); (¢t - t')}] (5.28)
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logw<(x(t)a(t')>

10g” (E~-E7)

Figura 5.3: Simulacién de un ruido dicotémico de dimensién fractal v = 0.8 (2 x 10°® realizaciones). Las curvas
corresponden, de izquierda a derecha, a t' = 0,10,10%,10. La linea recta, como referencia, tiene pendiente —0.8.

Observe el cambio de inflexién de las curvas, que ocurre cuando (t —t') ~ ¢,

5.4 Conclusiones

Aplicando la teorfa de procesos de renovacién hemos derivado la relacién entre la funcién de correlacién
y la WTD , para un proceso estocastico dicotémico.
Hemos aplicado las relaciones obtenidas al caso de un WTD proporcional a tiempos largos a una

ley estable, ecuacién (1.5), proponiendo llamar al proceso resultante un “ruido dicotémico fractal”?

Demostramos que el uso de WTDs con colas largas lleva a correlaciones positivas con un de-
caimiento en forma de ley de potencia. » Empezando la observacién a un tiempo ¢ — oo (régimen
estacionario) hemos encontrado que esta correlacién decae a tiempos (t — t') grandes de maneras dife-

rentes, segiin el rango de valores del exponente . Se pueden clasificar los resultados en tres grupos:

® Para v > 2 (primero y segundo momentos finitos), la funcién de correlacién estd dada por la
ecuacién (5.15).

¢ Para 1 < v < 2 (primero momento finito y segundo momento divergente), por la ecuacién (5.17).

s Para tiempo fractal: 0 < v < 1 (todos los momentos divergentes), por la ecuacién (5.26).

3Tal vez la primera aplicacién de un ruido dicotdmico fractal fue el de refs. {159, 160], trabajo en el que se investiga si
surgen anomalias en la difusién de un “random walker” afectado por un tal ruido.
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Parte 11

Reacciones limitadas por difusién
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En esta parte del trabajo aplicamos las técnicas, herramientas y/o resultados de la primera parte
al estudio de las reacciones limitadas por difusién. Consideraremos los modelos de una séla especie

(representada por el simbolo “A”). El esquema de reaccién es
An + Ay — productos

En particular, consideraremos en detalle las reacciones bimoleculares de coagulacién (A+A4 — A;e=1)
y aniquilacién (4 + A — 0; € = 2), que en lo sucesivo seran identificadas con el indice e:
= 1 para A+A = A
T ] 2 para A+A -0,
El estudio del decaimiento del nlimero de particulas revela que coagulacién y aniquilacién pertenecenala
misma clase de universalidad [32], motivo por el cual en este trabajo los estudiaremos simultdneamente.
Sin embargo veremos que la distribucién espacial de particulas durante el transcurso de la reaccién
es diferente. En el caso de coagulacién es conocido cémo obtenerla, pero no para aniquilacién. Este

problema atin abierto en estos modelos de reacién-difusién es resuelto en las secciones 7 y 8.

Argumentos de escaleo.

Para estas reacciones de una tinica especie se puede ofrecer un resultado general en base a argu-

mentos de escaleo, el cual mencionaremos en esta introduccién a los fines de posterior referencia.

Se ecuentra que la concentracién de particulas en estas reacciones, asintéticamente escalea como
C(t) ~ 1/5(¢), (5.29)

donde S(t) es el niimero medio de sitios distinos visitados por una particula hasta el tiempo t. Por
otra parte, en la seccién 3.1.3 mencionamos que el mimero medio de sitios distintos visitados por una
particula, en una estructura de dimensién espectral d,, escalea como S(t) ~ t%/2 para d, < 2. Por lo

tanto, cabe esperar que asintéticamente:
C(t) ~ 1972, (5.30)

Este resultado, generalmente aceptado, sirve como una primera aproximacién cuando hay dimensiones
fractales involucradas. En los siguientes capitulos, nuestros resultados corroborarin esta conjetura en
algunos casos y mostrardn el surgimiento de excepciones, situaciones en las cuales esta relacién no se

verifica.
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Capitulo 6

Reacciones de coagulacién y
aniquilacion end=1

6.1 Resumen de los resultados hasta ahora conocidos para A+A4 — 0
y A+ A— A en d=1.

La primera solucién ezacta para el decaimiento del niimero de particulas en la reaccién de aniquilacién
fue obtenida por Torney y Mac’Connell [27]. El modelo de ellos consideraba que las particulas difunden
en un espacio continuo, satisfaciendo la ecuacién de difusién (4.1). Sin embargo, con el desarrollo de
métodos de simulaciones numéricas, que modelan la difusién en una red, crecié el interés por resolver
estas reacciones exactamente en un espacio discreto. Por supuesto, a tiempos largos, cuando cada
particula en promedio a visitado numerosos sitios, las soluciones para espacio discreto y continuo tienen
que coincidir. Pero a los fines de comparar soluciones analiticas con simulaciones con el propésito de
comprobar la exactitud de las mismas, es conveniente que la teorfa modele la difusién exactamente como
se la modela en las simulaciones. Por este motivo este trabajo estd dedicada al estudio de reacciones en
redes.

Desde el trabajo de Torney y Mac’Connell se han obtenido varias soluciones exactas en d =
1, seglin sea el espacio continuo R o discreto Z y para diferentes condiciones iniciales. Todos estos
trabajos suponen un movimiento aleatorio puramente difusivo de las particulas, (4.5), describible como
un movimiento browniano. En este capitulo conservaremos esa suposicién y analizaremos con mayor

detenimiento el efecto de la distribucién espacial inicial de las particulas.

Obtendremos una solucién exacta, expresada en términos explicitos de la distribucién inicial.
Veremos que todos estos resultados dependen de la existencia de una distribucién inicial de particulas en
el espacio con sus dos primeros momentos finitos.

Luego, en la seccién 11.1, usando las expresiones a obtenerse aqui, investigamos el efecto de dis-
tribuciones iniciales que no tienen una concentracién inicial bien definida (primer momento divergente)
o con una concentracién inicial bien definida (primer momento finito) pero con una fluctuacién infinita
(segundo momento divergente). Encontramos nuevas leyes de decaimiento y la aparicién de colas largas

a tiempos grandes en la distribucién de la distancia evire particulas préximas vecinas.

Consideramos de utilidad, para posterior referencia, citar algunas soluciones exactas conocidas en
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d=1:

6.1.1 En la red.

¢ Para inicialmente una particula por sitio en la red: Lushnikov [37] usé un formalismo de teorfa
de campos, con operadores de creacién y destruccién asociados a cada sitio de la red, obteniendo

(por primera vez): :
C(t)=e *P'Iy(4Dt) ; paraA+A—0 (6.1)

y Spouge [39] usando un método en el que las particulas se interpretan como polimeros en un
proceso de polimerizacién en el que se registra no solamente la cantidad de polimeros sino también
al gfa.do de polimerizacién (tamafio de cada cadena), pudo tratar coagulacién y aniquilacién en

un nico esquema obteniendo:

C(t) = e *PIy(4Dt) + I;(4Dt)] ; para A+ A— A (6.2)

e y para cada sitio de la red ocupado independientemente con probabilidad 1/2 [39):
1
c(t) = 5 e *DHIo(4Dt) + I,(4aDt)]) ; A+A—0 (6.3)

resultado que fue extendido mediante el método del “proceso de invasién” por Balding y Clifford
[41): ’

e para el caso en que cada particula estd presente inicialmente en cada sitio con probabilidad Co:

o0
C(t) = Co e™4Pt | Ig(4D1t) + 2(1 — Co) 3_ (1 - 2Co)*~! I (4Dt) . A+A-0  (64)
) k=1

A modo de verificacién de nuestro método de simulacién tipo Monte Carlo en tiempo continuo, en la
Fig. 6.1 mostramos resultados de simulaciones comparados con estas predicciones tedricas. La difusién
de las particulas a sido modelada como un CTRW con WTD exponencial y con transiciones a sitios
primeros vecinos. Observe que las curvas de simulaciones resultan completamente indistinguibles de las
tedricas.

6.1.2 En el el espacio continuo.

Suponiendo que cada particula realiza un movimiento browniano, satisface la ecuacién de difusién

unidimensional:

& P(z,t) = DO2P(z,t). (6.5)
e Torney and McConnel obtuvieron para A+ A — 0 [27):

C(t) = Cy ePerfc(\/p) ; con p=8CiDt (6.6)

e mi ntras para la reaccién A+ A —+ A, Doering and ben-Avraham derivaron la expresién [42}:

() = /0 ~ dz £(2) 6.7)

55



donde

&z) = (87 Dt)~ 1% exp(—z%/8Dt) /om dr p(r) exp(—r?/8Dt) 2sinh(zr/4Dt)  (6.8)
— (87Dt)"1/? exp(—z?/8Dt) (2z/4Dt) as t — oo (6.9)

En todos los casos, el decaimiento asintético resulta

N(t = o0) 1

NO " TG (2 Dt)~1/2 (6.10)

En efecto, a tiempos largos la Unica informacién necesaria acerca de la distribucién inicial es la distancia

media entre particulas < r >, la cual fija la concentracién inicial como Cp =1/ < r >.

1oglo(lt)

Figura6.1: Gréfico logaritmico del decaimiento en la concentracién de particulas en las reacciones de coagulacién
(lineas superiores: 4 realizaciones en una red de Ny = 25000 sitios) y de aniquilacién (lineas inferiores: 10
realizaciones en una red de Ny = 30000 sitios) para una distribucién inicial de una particula por sitio. En ambos
casos, ¢l ndmero final de particulas al tiempo méximo mostrado es del orden de 100, lo cual permite estimar el
error de cada realizacidn en un 1%. A tiempos menores el error es menor (inversamente proporcional al niimero
de particulas). Las lineas continuas corresponden a los resultados (6.1) y (6.2). Setomé D =1/2 (A=1),a=1.
Grafico interior: idem, con la concentracién en escala lineal.

La suposicién en todos estos resultados es la existencia de una concentracién inicial bien definida,
Cy, en un sistema de tamafio infinito. Por otra parte, en el contexto de la cinética del modelo de Ising,
donde las "particulas” son las interfaces entre dominios, ha sido observado experimentalmente [69] que
el tamaiio de los dominios, z, tiene una distribucién tipo ley de potencia: p(z) ~ z~!~7 para grandes .
Esta es una distribucién fractal cuando 0 < 4 < 1. Por lo tanto es de interés investigar el efecto de tales

distribuciones iniciales en las reacciones mencionadas. E_te es el problema a encarar en este capitulo.
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6.2 Solucién general con técnicas CTRW.

Modelaremos el movimiento de las particulas como un CTRW en la red unidimensional de espaciamiento

a. La probabilidad de transicién a cada salto de la particula del sitio r’ al sitio r es
pir, r,) =1/2 [5r,r’+a + é.1',!"--0] (6.11)

y los tiempos a los cuales ocurren los saltos siguen un proceso de renovacién con WTD 9 (t). En este
esquema, difusién pura, (r2(t)) = 2Dt = a?At, se obtiene con un WTD exponencial, 9(t) = de~* (los
saltos de cada particula siguen un proceso de renovacién de Poisson en el tiempo). El coeficiente de
difusién resulta D = a?)/2, donde X es el ritmo promedio de saltos. En este caso el propagador P(r,t)
satisface exactamente la ecuacién de difusién (4.31) en el limite continuo: a -+ 0y A = co tal que D =
cte.

En el modelo de coagulacién, el mecanismo es tal que, cuando una particula arriba a un sitio ocu-
pado (por otra particula), ambas se transforman en una tnica particula, generdndose un nuevo tiempo
de pausa para ella. En el modelo de aniquilacién, en cambio, las dos particulas son inmediatamente
retiradas del sistema.

Sea R(r,t) la densidad de probabilidad del tiempo ¢ en el cual una dada particula, inicialmente
situada en el origen, alcanza el sitio r (no necesariamente por primera vez). Esta funcién satisface la

relacidn:

Rirt)=3 / = o, (t — E)R(, €)dE + 6rg 5(t ~ 04) (6.12)
~ Jo

Haciendo una transformada de Fourier en la variable espacial (r — k) y de Laplace en la variable
temporal (¢t — u), la ecuacién (6.12) toma la forma
R(k,u) = 3 e /0 ¥ U R(r8) = p(k)ob(u) R(E, u) + 1 (6.13)
r
Con p(k) = cos(ka) y mediante una transformada de Fourier inversa, obtenemos una representacién en
las variables (r,u):

1 m/e dk 1 /e A+u
Rir,u) = -2;;;,[.,;/“6 1 - y(u)p(k) ;5/0 dk cos(kr) A[1 — cos(ka)] + u (6.14)

Usando la identidad 1/w = [;° dze™*", con w = A[l — cos(ka)] + u:

x/a oo
R(r,u) = (A +u) —7;1;/0 dk cos(kr) /0 dz exp[z ) cos(ka)]exp[—z(A + u)] (6.15)

y de la definicién de la funcién de Bessel I,(z) y su transformada de Laplace (ver ecua-
ciones (16.5),(16.6)):

A _ (A +u)/a?

= oy e (6.10)

R(r,u) =

+u [ —z
. /0 dz e+ I (Az)

a

donde

n(u) = 1+ (u/X) + /2(u/) + (u/A)? (6.17)
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Si la caminata se inicia en el sitio r = 0, la densidad de probabilidad del tiempo en el cual se alcanza el
sitio r (# 0) por primera vez, F(r,t), se obtiene descomponiendo la trayectoria de (r,t = 0) a (r = 0,¢)
en una trayectoria que desde (r,t = 0) termina en un primer arribo al sitio r = 0: (r = 0,t), y en otra
que empieza y termina en este mismo sitio: (r = 0,¢') = (r = 0,t) habiendo pasado, posiblemente,

varias veces por r = 0 durante el tiempo restante (t — t'):
o0
R(r,t) = / df' F(r,!)R(0, ¢ - t') (6.18)
0

Enla representacién de Laplace es

Fow= [Tae Frp=£03 5 rfo (6.19)
y usando (6.16):
F(r,u) = [n(w)] 7 (6.20)

De esta manera disponemos de una representacién de la funcién F en forma exponencial, la cual resultara
itil en el siguiente célculo del nimero de particulas.

La concentracién de particulas en los resultados obtenidos por Spouge , Doering y ben-Avraham

y Balding et al. resulta de diferentes métodos, que llevan a la misma conclusién: es suficiente conocer

la probabilidad de supervivencia de un tinico par de particulas. Luego, la concentracién se obtiene

mediante un promedio “apropiado” (no trivial) realizado sobre la distancia que inicialmente las separa:
N(t) |

N(t) = %(% = [ T dt (Ryt)), (6.21)

donde hemos denotado mediante Fy{r,t) la densidad de probabilidad del tiempo del primer encuentro

de dos particulas que se mueven simultineamente realizando sus respectivos (e idénticos) CTRW. Por

lo tanto, puede obtenerse de (6.20) y (6.17) con un ritmo doble (es decir, 2A) a los fines de considerar el

movimiento relativo de las particulas. En la representacién de Laplace esto equivale a obtener F» como

Fy(r,u) = F(r,u/2). (6.22)
En la ecuacién (6.21), el promedio sobre r se realiza en la siguiente forma (ver ref. [39]):
(Fa(t)) =) B(r) Fa(n,t), (6.23)
r=}

donde
pi(r,t =0) = p(r,t =0) para coagulacion,

B(r) = (6.24)

2% ,(-1)"t1p,(r,t =0) para aniquilacién.
Acé pa(r,t = 0) es la densidad de probabilidad de la distancia, r, al n—ésimo vecino a t = 0 (al comienzo
de la reaccidn).

Este resultado es valido en general para cualquier tipc de distribucién inicial definida por la

jerarqufa de funciones pp(r,t = 0).
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Alternativamente, para un espacio continuo, sustituyendo r por la variable continua z y las sumas
por integrales:
(Rt = [ dz pa) Pa(e.), (6.25)
con la expresién equivalente para f:

pi(z,t=0)=p(z,t =0)  para coagulacién,
B(z) = (6.26)

252 ((-1)**1p,(z,t = 0) para aniquilacién.
donde p,(z,t = 0) es la densidad de probabilidad de la distancia, z, al n—ésimo vecino a ¢t = 0.
En este trabajo consideraremos una distribucién inicial (aleatoria) generada como un proceso de
renovacidn en el espacio:
pu(z, t=0)= /Ot dr’ p(z —2',t =0) po_1(z’,t =0) ; polz,t=0)=6(z—04) (6.27)
Donde p(z,t = 0) es la densidad de probabilidad de la distancia entre particulas adyacentes a t = 0.

Su primer momento es

. e v}
(e(t = 0)) = / dz z p(z,t = 0) = 1/Co (6.28)
0
mientras que el segundo momento es una medida de las fluctuaciones alrededor de este valor medio:
00
(22(t = 0)) = / dz 22 p(z,t=0) (6.29)
0

La solucién a la jerarquia de ecuaciones (6.27) se obtiene en la representacién de Laplace (variable v)

de la variable espacial z:

pn(v,t=0)= /Ow dz 7" pp(z,t =0) = [p(v,t =0)]" (6.30)

’

y asi
pl{v,t=0) para coagulacién,
B(v) = (6.31)
2p(v,t = 0)/[1 + p(v,t = 0)] para aniquilacién.

en términos de lo cual es
nw = - men) (6.52)
con
(Fafw)) = [ dz Bla)e™**70/2) = pv = lnn(u/2), (6:33)
Nuestro resultado se puede resumir egx las dos siguientes férmulas, que muestran la dependencia explicita

con la distribucién inicial de particulas, dada por p(v,t = 0):

N@) =L} {i— [1- p(v=Inn(u/2),t=0) ]} para A+ A— A (6.34)
R e e e SR (6.35)

Observacién: Aunque la solucién dada por las ecuaciones (6.21,6.23,6.24) es exacta y absoluta-
mente general, la forma cerrada de las ecuaciones (6.34,6.35) que obtuvimos aquf contienen la restriccién
adicional de que la distribucién inicial (aleatoria) sea un proceso de renovacién en el espacio, en el que
cada “punto” del p. >ceso representa una particula. De otra manera no seria suficiente la tinica funcién
p(z,t =0) = pi(z,t = 0) para caracterizar esta distribucién. Esta no es una condicién muy restrictiva,

pues la satisface la mayoria de los sistemas de interés.
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6.3 Relacién entre coagulacién y aniquilacién

Una ventaja inmediata de este método consiste en la posibilidad de derivar, por primera vez, la relacién
entre N (t) = N(t)/N(0) para coagulacién y N,(t) = N(t)/N(0) para aniquilacién. En efecto, despe-
jando p(v) en la ecuacién (6.34) y remplazando en la ecuacién (6.35), resulta

Ne(u)

NolW) = 5N

(6.36)

exactamente a todo tiempo, e independientemente de la distribucién inicial. Vemos que a tiempos

largos, tomando u — 0, resulta el conocido resultado
1

M4s interesante atin es poder decir a partir de qué momento se establece esta relacién. Desarrollando

esta expresion para u ~ 0:

Ne(w)
2

No(u) = 1+ ;Nc(u) + 9;)\/}(1;)2 +.. ] (6.38)

y usando el resultado asintético N,(t) ~ (2CZxDt)~1/2, que de acuerdo a teoremas Tauberianos corres-
ponde a No(u ~ 0) ~ (2C3Du)~1/2, resulta

J"J(u~0)=lN(u)+is'—oz—.l’\f(u)-}-~——(—?-éi———ul/2 (6.39)
4 2°°° 4D"° 4(2D)3/2 '
de donde sigue que ,
2NL(t) 7Co 1 _
AD) ~1- (”‘2——) 57Dt +...=1-¢€(t) (6.40)

Vemos que la poblacién de particulas de ambas reacciones se aproxima a la relacién (6.37) de acuerdo
a ~ t7!, y que el acercamiento a este comportamiento asintético es por valores més bajos de N,(t).
Recordando que 2Dt = {n(t)) es el nimero medio de pasos que da una particula tipica hasta el tiempo
t, el término de correccién es € = CZ/(4{n(t))). Por ejemplo, un apartamiento menor al 10% (e < 0.1)
requiere (n(t)) > 4C3/(me), es decir, para Cy = 1, {n(t)) > 8. Vemos que en general la relacién (6.37)
se establece al cabo de relativamente pocos pasos de las particulas, y tanto més rdpidamente cuanto

menor sea la concentracién inicial, Cy. Por ejemplo para Cp = 0.5 y € < 0.1 resulta {n(t)) > 2.

6.4 El efecto de la distribucidén inicial en el decaimiento de la
poblacién de particulas.

Uno de los principales objetivos de este trabajo consiste en el estudio del rol de la distribucién espacial
inicial en las reacciones de coagulacién y aniquilacién. A continuacién consideramos algunos casos
especificos en los cuales la concentracién inicial Cy estd bien definida y en la seccién 11.1 analizaremos
la situacién para una distribucién fractal, en las cuales Cy depende vardmetricamente del tamano del

sistema.



6.4.1 Una particula por sitio

En este caso p,(r,t = 0) = 6, ,, donde por simplicidad consideramos a = 1; resultando inmediatamente

para coagulacién (Fy(u)) = 1/n(u/2), lo cual lleva a la expresién:
N@) = eI (20t) + I;(2)8)] A+A— A (6.41)
en coincidencia con ecuacién (6.2).
Para aniquilacién resulta (Fo(u)) = 1/9(u/2) = ﬁ:;%‘m y

Ny = L 20D =1 _ 1

u gu/2)+1 VA +u/2N)2-1

con la transformada de Laplace inversa:
N(@) = e P I(2x8) (6.42)

en coincidencia con ecuacién (6.1).

6.4.2 Distribucién aleatoria con concentracién Cy

Y ¥
o o -0.5 ]
S L
a ]
~ ~ -1 4
-~ o~
S o
L 4 L
z Z -1 .
2
g C, 0.20 g ~ ¢ 020
| ~
C's .50 C‘S 1.00 C's £.50
=251 ! ; : i ]
2 -1 0 1 2 3 4
log (At)
10

Figura 6.2: Izquierda: Idem Fig. (6.1) para aniquilacién. Lineas de trazos: simulaciones. Cp = 0.2:
particulas distribuidas de acuerdo a p(z,t = 0) = Cpexp(—Coz): N(0) = 40000, 50 realizaciones. Cp = 0.5:
particulas con distribucién binomial, con probabilidad de ocupacién de cada sitio = 1/2. Cp = 1: una
particula por sitio. Las lineas continuas son resultados correspondientes a espacio continuo, ecuaciones (6.46).
Acdes D= A/2 (A = 1), a = 1. Derecha:ldem Fig. Izquierda, comparando las simulaciones con las expresiones
para espacio discreto, ecuaciones (6.42, 6.3).

Para una distribucién inicial en la cual cada sitio estd ocupado con una probabilidad w, es p(r,t =
0) = w(l — w)™"!, (donde w = 1/Cp).
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En su versién continua, p(z,t = 0) = Cp exp[—-Cpz]. Resulta entonces

Co

plv,t=0) = Cot v (6.43)
. Inn(u/2)
Nty=c l{u[00+1nn(u/2)]} for A+ A— A (6.44)
i = - In n(u/2)
Ny = {u o inr)(u/Z)}} for A+ A 0 (6.45)

lo cual nos dice que la concentracién relativa de particulas al tiempo t en la reaccién de coagulacién es
exactamente igual a la de aniquilacién al mismo tiempo, si se hubiera empezado con una concentracién

doble. Este resultado, que aqui es transparente, parece no ser ficil de probar con otros métodos.
Estas expresiones que involucran la funcién logaritmo parecen extrafias para el caso unidimen-
sional. Sin embargo, reteniendo los dos primeros términos en el desarrollo In(1 + z) ~ z — 22/2, para z

pequefio, se tiene Inn(u/2) 2 (u/A)!/2, con lo cual

Ny =c! { VT (zlc/'AL \/77)} = 20 Merfe(2CyV/At)  para A+ A — 0 (6.46)
0 u

en perfecta coincidencia con el primer resultado exacto obtenido para estas reacciones, por Torney
y MacConnell, ecuacién (6.6) (recuerde que A = 2D en una dimensién). Similarmente, para coagu-

lacién resulta

N (#) = CiMerfe(CovAt)  para A+ A— A (6.47)

siendo ésta la primera vez que se obtiene esta expresién. En el grifico de la izquierda de la Fig. 6.2

mostramos estas expresiones para el espacio continuo, comparadas con simulaciones en la red.

6.5 Conclusiones

En este capitulo hemos derivado expresiones para el nimero de particulas a todo tiempo en las
reacciones de coagulacion y aniquilacién, en d = 1. Hasta ahora, los métodos conocidos para estas
reacciones unidimensionales presuponen una particular distribucién inicial. Por ejemplo, el método
de Lushnikov vale sélo para el caso de una particula por sitio, y en general es necesario suponer la
existencia de una distancia media entre particulas préximas vecinas 1/Cy, finita. Incorporando técnicas
de CTRW en el tratamiento a este problema introducido por Spouge, obtenemos una representacién en
Laplace, como una férmula general, (6.34,6.35), que muestra la dependencia explicita con la distribucién
inicial, caracterizada por la IPDF p(z,t = 0). Este es el marco propicio para investigar el efecto de
la distribucién inicial en estas reacciones. Aqui hemos considerado sélo algunos ejemplos del caso
no-fractal. En la seccién 11.1 usaremos este tratamiento para el estudio del efecto de distribuciones

p(z,t = 0) estables.
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Capitulo 7

Distribucion espacial de
particulas durante las reacciones en
d=1

En este capitulo estudiaremos la distribucidn espacial de las particulas durante las reacciones de
coagulacién y aniquilacién en una dimensién.

En particular, calcularemos la “interparticle probability distribution function” (IPDF), p(z,t),

que es la funcién de densidad de probabilidad para la distancia, z, entre particulas préximas vecinas,
al tiempo ¢.

Obtendremos por primera vez la distribucién espacial de particulas durante la reaccién de
aniquilacién, el cual era el dltimo problema atin abierto en d = 1 de estos modelos, los mas simples de
reaccidn-difusion.

Al igual que en el capitulo anterior, supondremos que la distribucién inicial estd dada como un
proceso de renovacién. Entonces, a los fines de describir la distribucién espacial inicial de particulas, es
suficiente especificar p(z,t = 0).

En el estudio de esta funcién se rompe la simetria entre coagulacién y aniquilacién. Mientras el
decaimiento a tiempos largos del niimero de particulas resulté ser el mismo, con un simple un factor
2 de diferencia (ver seccién 6.3), de resultados de simulaciones, y en base a algunos argumentos, se
sabe que esta distribucién es diferente en ambos casos [42]. Ademas, para coagulacién se puede obtener
analiticamente la distribucién p(z,t) [79, 231], pero no asf para aniquilacién. De hecho, éste era un
problema atn abierto en estos modelos, los més simples de reaccién-difusién. En las dos secciones sigu-
ientes vamos a estudiarlas por separado, ofreciendo resultados cerrados para todo tiempo, considerando

distintas distribuciones iniciales.

7.1 La distribucién de la distancia entre particulas durante la
reaccion de coagulacion

Para el modelo de coagulac.6n en d = 1 se conoce como calcular la IPDF. Se sabe que independien-

temente de la distribucién inicial, tiende a la forma universal ecuacién (7.9). En esta seccién vamos a
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obtener esta distribucién para el caso de una red (espacio discreto) usando técnicas CTRW. Pero antes
de proceder de esta manera, a modo de introduccién y completitud reseiamos en la subseccién siguiente

el método conocido como “de los intervalos vacios”, E(z), introducido por primera vez en ref. [229).

7.1.1 Introduccién: El método de los intervalos vacios

La reaccién de coagulacién en una dimensién ha sido analizada exactamente por medio de este método
y puede afirmarse que todas sus propiedades de interés pueden ser calculadas (ver el articulo de revisién
[79]). En este método, uno define la funcién “empty”, E, (t) como la probabilidad de que una secuencia
arbitraria de n sitios consecutivos esté vacia (sin particulas) al tiempo t. A partir de la E, se pueden

calcular otras cantidades. Por ejemplo, la concentracién de particulas estd dada por

1 - BEi(t)

)

donde a es la distancia entre sitios préximos vecinos. La E, satisface una ecuacién maestra cerrada y
simple que puede ser resuelta exactamente no sélo para el modelo bésico de coagulacién, sino también
para un nimero de variantes, incluyendo la reaccién iaversa, A — A + A, ingreso de particulas, dis-

tribuciones iniciales inhomogéneas y redes de tamano finito [232, 233].

Aunque el anélisis puede ser realizado en la red, es més simple (y transparente) considerar el limite
continuo definiendo z = na y tomando a — 0. Las probabilidades de intervalo vacio se reemplazan por
las funciones de dos variables, E(z,t), y la concentracién se calcula como

_0E(z,1)

CO)=-—%;

lz=0- (7.2)

y la IPDF p(z,t) también puede ser obtenida a partir de E(z,t) como:

CHp(a,t) = 9—2—%—(;;5’—9. (7.3)

En el caso de simple coagulacién (sin “input” ni reaccién invertida) la ecuacién de movimiento para

la probabilidad de intervalo vacio es

OE &’E
con condiciones de borde
E(0,t) =1 y E(oco,t) = 0. (7.5)

Para condiciones iniciales genéricas (excluyendo distribuciones fractales, cuyo efecto se estudiara en las

préximas secciones) el sistema alcanza a tiempos largos un régimen asintético universal:

1
C(t) ¥ —mme=e, t — oo, 7.6
()= 7=, pus (1.6
y
(z,t) = —— exp(~ ““2) t - (1.7)
ne, iDt Xp gDt para 0. .

Se puede escribir la IPDF en una forma de escaleo en términos de la distancia adimensional
E=C(t)z (7.8)
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en la forma: 0
plE,1) = Cp(e, 1) SEexp(~35),  para £ co. (79)

Note que en el asintético de tiempos largos esta forma se vuelve estacionaria.

A pesar de que coagulacién y aniquilacién son modelos muy similares, no se puede aplicar este
método al proceso de aniquilacién. En particular interesa la IPDF para aniquilacién, para la cual no se

conocen todavia resultados del tipo aqui mencionados para coagulacién.

7.1.2 IPDF de coagulacién mediante CTRW

En esta seccidn obtendremos exactamente la IPDF, mediante técnicas CTRW, para coagulacién cuando
las particulas inicialmente estdn distribuidas regularmente a una distancia rg, a lo largo de la red

unidimensional de espaciamiento a = 1 (constante de red). Aplicaremos el método de Doering y ben-
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Figura 7.1: Evolucién de la densidad de probabilidad de la distancia r entre particulas vecinas durante la
reacciéon A + A = A. Los histogramas corresponden a una simulacién con inicialmente una particula por
sitio, con N{0) = 25000 particulas (4 realizaciones). Las lineas continuas es el resultado teérico (7.15). Para
t = 1,10,10? fueron calculadas con la expresién exacta para I,,(7), mientras que para t = 10%,10* la funcién de
Bessel hiperbélica fue aproximada mediante ecuacién (16.10).

Avraham [43): Se puede mostrar que la IPDF en coagulacién es igual a la distribucién de la distancia

entre (solamente) dos particulas, promediando sobre la distancia inicial que las separa.

65



Para calcular la IPDF de esta manera definimos Q(r,t|rg) como la probabilidad de encontrar a
una particula que realiza un RW en presencia de una pared absorbente en r = 0, habiendo partido
de ro(> 0). Esta se obtiene mediante una particula imagen: superponiendo las probabilidades P(r,t)

presentadas en ecuacién (2.33) para las condiciones (—rg,t = 0) y (ro,t = 0):

Q(ra t'rﬁ) = ‘D(rv t'fo,ﬂ) - P(T, t‘ - 10, O) (710)
e M[Irr (M) = Irir (A1) (7.11)

Luego, de acuerdo a ref. [43], la IPDF es
Q(r7 t!rO)
rt) = 0170 7.12
p(r,t) Ultiro) (7.12)
donde U(t|rg) es la probabilidad de supervivencia (de no haber sido absorbida) al tiempo t: U(t|rg) =
221 Q(r, tjrp). Usando las propiedades (16.7,16.8) de la funcién hiperbdlica de Bessel, resulta

ro—1
Ultlro) = e~ [Ig(.\t) +IL,(A)+2 Y I,,(At)} : (7.13)

n=l
Reemplazando A por 2 en las ecuaciones (7.11,7.13), para tener en cuenta el movimiento relativo de
las dos particulas, y llevando estas expresiones a (7.12), obtenemos

Lo (278) = I, ro (222)

B Io(2Xt) + I, (2X2) + 2 2;0;11 I.(2)t) (7.14)

p(r,t)

7.1.2.1 Distribucién inicial de una particula por sitio: rg =1

Para el caso particular de inicialmente una particula por sitio (rg = 1) la ecuacién 7.14 se reduce a

_ I 1 (2X8) — I.41(2At)
Pt = O T T (23

(7.15)

Para tiempos y distancias grandes, usando la expresién asintética (16.10) obtenemos la forma limite

2
p(r 1) (1 - ._1__) e~ (PHD/@N) gop (.I_) ~ T exp|—T— (7.16)
’ 4t 2Xt 2Xt 4t

en coincidencia con la ecuacién (7.9), recordando que D = a2A/2. Las expresiones (7.14) y (7.15) son
exactas, siendo ésta la primera vez que se obtiene la expresién exacta a todo tiempo de la IPDF para
coagulacién en una red. Aunque el procedimiento usado para calcularla ya era conocido [43], aqui lo
aplicamos con técnicas de CTRW.

Enlafig. (7.1) mostramos los histogramas para esta distribucién obtenidos mediante simulaciones,

comparados con la expresién (7.15).

7.2 La distribuciéon de la distancia entre particulas durante la
reaccién de aniquilacion

Para la reaccién de aniquilacién no se conoce analiticamente la distribucién espacial de particulas. Este

problema ha sido motivo de intensas investigaciones [35, 43, 79, 71].
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Consideramos que las particulas difunden en una red unidimensional. Sea p(r,t) la IPDF, es decir
la densidad de probabilidad de la distancia r entre particulas préximas vecinas al tiempo t. En forma
equivalente, en el caso del espacio discreto, sea p(z,t) la IPDF cuando la distancia z entre particulas sea
una variable continua.

En esta seccién introducimos un método para obtener una expresién exacta y cerrada para p(z, t),

en la representacién de Laplace para el espacio: p(v,t), como funcién explicita de la distribucién inicial

p(r,t =0).

+31

Space

A A A A A A A

Figura 7.2: La posicién de las particulas a un dado tiempo t en el transcurso de la reaccién y el proceso

estocsstico dicotémico asociado.

Nuestra idea consiste en interpretar la posicién de las particulas como la realizacién de un proceso
estocastico dicotémico, en el espacio, que alterna entre sus dos valores posibles, a(r) = %1, justo en las

posiciones de las particulas (ver fig. 7.2).

7.2.1 El proceso dicotémico asociade a la posicién de las particulas

A cada instante t, se tiene una realizacién del proceso dicotémico. Esta realizacién queda determinada

por el conjunto de valores de las variables:
{...,ar_1,Qr,Qr41,...} = {ar}. (7.17)

Sea p(ay,a9,...;t) la probabilidad de esta configuracién. Sea w(a,) la probabilidad por unidad de
tiempo de cambio de signo de la variable a,. Este ritmo de cambio toma los siguientes valores, de

acuerdo a la configuracién local (interaccién limitada a sitios primeros vecinos):

[ 0 siQp.] = ar = 041

w(ar) = { %A $iop) = 0 # Xrq] O Ay # 0r = Qryl (718)

A siapoy # o # Ortl,

.

donde ) es el ritmo de salto de las particulas, definido mediante el WTD exponencial (1.20) o equiv-
alentemente, en términos del coeficiente de difusién: A = 2D (con a = 1). La expresién (7.18) puede

resumirse en la forma:

wlar) = 2 A= 3 arlar +ar)] (7.19)
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Figura 7.3: Comparacién de la IPDF simulada (histogramas) con la derivacién analitica, ecuacién (7.49) para el
proceso de aniquilacién, A + A — 0, para (a) t=1, (b) t = 10, y (c) t = 1000. Todas las simulaciones empezaron
con una densidad homogénea de particulas igual a Cp = 1/2.

Entonces, la probabilidad de una dada configuracién evoluciona de acuerdo a:

d
a_t' P(al,am--';t) = Zw(—-a,.)p(al,ag,...,«a,,...;t) - p(aha21-";t)zw(ar) (720)
r r

Las ecuaciones (7.19,7.20) definen el procesc dicotémico asociado a las particulas. Este esquema es el

mismo que introdujo Glauber para modelar la relajacién al equilibrio del modelo de Ising [34].

7.2.2 Funcién de correlacién {a(z)a(z')) = G(z — ©',t)

Dada la funcién de correlacién
{a(z)a(z")) = G(z - ', 1) (7.21)

de este proceso estocéstico (o ruido) dicotémico, usando los resultados del capitulo 5.1, podemos obtener
la IPDF p(z,t), como la distribucién de la distancia z entre cambios sucesivos del ruido. La relacién
entre estas dos funciones estd dada por la ecuacién (5.14). Note que ahora en esta ecuacién p(z,t)

juega el rol del WTD 4(z), con t como pardmetro, ademas hay que considerar el caso correspondiente



a proceso de renovacién de equilibrio, ecuacién (5.15), debido a la invariancia traslacional del modelo:

o2 af 1-p(wt)
Glat) =1~ 7L {v2[1 s t)],z} (7.22)
donde o
v, t) = [) dz e~Yp(z, t) (7.23)
despejando para p(v,t) resulta:
p(v,t) = %ﬁ%—g— (7.24)
con
h(v,t) = %(z(t)) v [l - v Gv,1)] (7.25)

El problema ahora se reduce a calcular la funcién de correlacién (en Laplace) de este proceso dicotémico
asociado, caracterizado por la Ecuacién Maestra (7.20). El resultado a obtenerse serd la expresién
(7.44). Con este propésito, a continuacién y hasta la ecuacién (7.38), nuestro tratamiento es paralelo

al procedimiento usado por Glauber en ref. [34):
El valor medio de la variable a,(t) es:
(ar(®) = Y er(t)P{ar};1), (7.26)
{ar}

donde la suma se efectda sobre todas las configuraciones (7.17) posibles. En forma similar se calcula la

funcién de correlacién espacial

YiayorBar®P({ar}it) 5 r#r

G(r,r';t) = (a (t)ap(t)) = (7.27)

1 ;5 r=r

Multiplicando ambos miembros de la ecuacién (7.20) por el producto a,ap (r # r') resulta

-gt— G(r,r';t) = —22 arapfw(a,) + wles)plar, a2, ... ar, ..., 00, ... t) (7.28)
{a}

Sustituyendo la forma (7.19) para los ritmos de transicién, esta ecuacién se convierte en:

%G(r, r,t) = -2XG(r, v t) + % [G(r, ' —1;t)
+ G+ 1) +Gr-1,7;t)+Gr+1,7"5t)] ; r#r. (7.29)

Segiin (7.27) esta ecuacién tiene que resolverse con la condicién de borde: G(r,r;t) = 1. Considerando
¢l caso de un ruido dicotémico estacionario, la invariancia traslacional hace que la funcién de correlacién

s6lo dependa de la distancia r — /. Usando la notacién: G(r,t) = G(r' + r,r';t), la ecuacién (7.29) es
g—EG(r, t)==22G(r,t) + A[Gr - L,t) + G(r+ 1,t)] ; r#0, (7.30)

a ser resuelta con la condicién

G(0,t) =1 (7.31)
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Nétese que esta condicién es compatible con la ecuacién (5.15). La manera de resolver esta
ecuacién consiste en buscar una solucién particular que satisfaga (7.31) y una solucién G®(r,t) que
satisfaga la ecuacién homogénea G(P)(0,t) = 0. Luego la solucién completa serd la suma de estas dos
(por tratarse de una ecuacién lineal).

La solucién particular que satisface G®(0,t) = 1 a todo tiempo se puede obtener inmediatamente

considerando el limite de tiempos largos, para el cual se anula la derivada:
=-2GP (r,t) + A[GP (r - 1,) + GP(r + 1,8)] ; 1 #0; (7.32)

de donde sigue que la solucién particular es G?)(r, t) = 1. Esta es la solucién a la ecuacién inhomogénea.

La solucién homogenea, G*) se puede construir por medio del método de las imdgenes: su-
perponiendo una solucién con condicién inicial G®) (rg,0) = 4, r, menos otra con condicién inicial
G® (ry,0) = 8r,—ro- Cada una de estas soluciones a su vez se puede obtener introduciendo la funcién

generatriz:
o0
GM(z,t)= ¥ 2" GW(r,1). (7.33)
r=—00 :

De la ecuacién (7.30) y usando (16.8) resulta:

%G(M(z, t) = =22GM (z,8) + A (z + 1/2)GP (2, 1) (7.34)
con la solucién
GW(z,t) = GW(z,t = 0) exp{~[1 — (z + 1/2)]At}. (7.35)

Considerando la funcién generatriz de la funcién de Bessel, ecuacién (16.8), vemos que esta solucién es:

o0
GM(z,t) =GP (z,t=0) ™ ¥ 2L (2)1) (7.36)

= —-00
Observe que ac4 se tiene el producto de dos funciones generatrices, el cual corresponde a una convolucién:
o0
GW(rty=e Y GW(@E t=0)1_.(2)) (7.37)
rf=—o0
Finalmente, la solucién es la suma de la solucién particular, G®)(r,t = 0) = 1, més la solucién homo-

genea correspondiente a la condicién inicial G(r,t = 0) - G®)(r,t =0) = G(r,t =0) - 1:

o0
G(r,t) =1+ Y [G(r',t =0) - 1] I,_.(2)t) (7.38)
r/=1
Hasta acd hemos seguido el tratamiento de Glauber para obtener la funcién de correlacién, G(r,t).

En el limite continuo, tomando z = ra, siendo a la distancia entre sitios, la ecuacién (7.30) se

convierte en una ecuacién de difusién unidimensional:
8G(z,1)/0t = A 8*G(z, 1) /02 (7.39)

Esta ecuacién tiene que satisfacer a todo tiempo la condicién G(z = 0,¢) = 1. En forma similar al caso

discreto, se puede ver facilmente que la so.acién es

o0 (s <}
Glz,t) = / dz'GM (2, 2 )G ('t = 0) + 1 — / dz'G™ (z, 7' 1) (7.40)
0 0
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donde 1 es la solucién particular, que satisface G (z = 0,t) =1y GM(z,2';t) es la funcién de Green
correspondiente a GM(z = 0,t) = §(z):

GM(z,2';t) = 1 {exp[«—(x - :c')z/(tlAt)] — exp[—(z + z')“}/(4)~t)]} (7.41)

LY DY
7.2.3 Distribucién inicial aleatoria en el espacio continuo

En el caso de una distribucién de Poisson es

C
= = ~Coz = = = 0 .
pl(z,t =0) = Cpe >  p(v,t=0) Coto (7.42)
y por lo tanto, segiin ecuacién (5.13)
2C,
G(z,t=0)=e > G(v,t =0) 5Cot o (7.43)
La solucién a la ecuacién (7.40), en Laplace, resulta
=l _e L e 90, &
Gv,t) = " [1 - e”erfc(vv)) GCE =T [v e’erfc(v/¥) — 2C e”erfc(\/R)] (7.44)
donde
p=(2aCo)°At =8C2Dt y v =(av)?\t=2v"Dt. (7.45)
Finalmente, la funcién h(v,t) (7.25) resulta:
h{v,t) = (z(t)) _(2C0). v [(2Cp)e”erfc(y/v) — v ePerfc( /1)) (7.46)

2 (2C)% —?

Puesto que {z(t)) = 1/C(t) = 1/[Cp N (t) ], entonces, de ecuaciones (6.6 y 6.47) es exactamente
{z(t)) Co eterfe(\ /) =1

con lo cual

(2Co)v  e¥erfc(\/v) v?
(2Co)2 — v? eterfc(\/m)  (2Cp)? - v?

El anélisis asintético debe realizarse con cuidado, puesto que v mezcla dos variables en una forma un

h(v,t) = (7.47)

poco conflictiva: el andlisis a tiempos largos requiere considerar v grandes mientras que para distancias
grandes se requiere el comportamiento para v (y por lo tanto para v) pequeo. Teniendo en cuenta que

la funcién e*erfc(/z) estd siempre acotada entre 1 (para z = 0) y cero (para z = c0), con los desarrollos

1-2yz/xn para z =0
e‘erfc(y/z) ~ (7.48)

1//nz para z — 00

a tiempos largos y distancias grandes: z 3> Maz{(2Co)~!, (2 Dt)"1/?} tal que se puede considerar
& 2Cy, obtenemos:
1— /7sv e ¥ erfc(sv)

p(v.1) 1+ /7sv e’V erfc(sv)’ (7.49)

71



donde s = v2Dt. Esta expresién puede ser invertida nimericamente o mediante un desarrollo en serie.

Para z pequenias, con la forma escaleada (7.8), encontramos

SEPE D =T g A <)

El término lineal habfa sido derivado exactamente por Amar y Family [35]. Para r grandes obtenemos
la forma asintética (mediante integracién en el plano complejo)
SrP(e )~ TN, (€3,

donde @ = -z = 0.357835 es el valor absoluto de la rafz negativa méis pequena de 1 +
V7 z exp(z?)erfc(z) = 0. De esta manera confirmamos el decaimiento exponencial a distancias grandes
de la IPDF. Hemos realizado un andlisis similar para el régimen transitorio. En este régimen una
formulacién discreta es més apropiada, pero ésta se obtiene inmediatamente en forma andloga al caso
continuo, pero usando la expresién exacta, ecuacién (7.38), en vez de la aproximacién de las funciones
de Bessel que alli intervienen.

En las Figs. 7.3 mostramos en (a) y (b) resultados de simulaciones a tiempos iniciales. En (c)
comparamos con la teorfa a un tiempo largo, en el cual el asintético estd bien establecido. Hay un
acuerdo perfecto entre teorfa y simulaciones hasta el nivel del ruido estadistico. Mientras el coeficiente
tedrico en el exponente es —2¢/ma = —1.27, del histograma para ¢ = 1000 resulta 2 —1.29. Sin embargo,
nétese que es dificultoso obtener una buena estadistica en el limite de tiempos largos, debido al pequefio
ntimero de particulas que sobreviven. Esto motiva el andlisis, en el capitulo siguiente, de la reaccién de
aniquilacién con “input” de particulas, ya que en este caso se alcanza un régimen estacionario, siendo

posible obtener una estadistica excepcionalmente buena.

7.3 Conclusiones

Respecto a la distribucién espacial de particulas durante la reaccién, hemos obtenido por primera vez
expresiones cerradas para la reaccién de coagulacién, ecuaciones (7.14,7.15), incorporando la técnica
CTRW en métodos conocido para calcular la IPDF. La IPDF exhibe a distancias grandes un decaimiento

~ exp(-z?), en acuerdo con simulaciones.

Por otra parte, para la reaccién de aniquilacién el cdlculo de la IPDF era un problema abierto,
aqui resuelto por primera vez. Su expresién exacta, dada por la ecuacién (7.24), (o aproximada en
ecuacién (7.49)) resulta de la idea de relacionar las posiciones de las particulas con la realizacién
de proceso estocastico dicotémico, motivo por el cual se dedicé el capitulo 5 a la introduccién del
ruido dicotémico (fractal) como proceso estocdstico de renovacién. A diferencia de coagulacién, ahora

el decaimiento es p(z) ~ exp(—z), lo cual estaba previsto por resultados previos de simulaciones [43].

Las expresiones generales de la IPDF se pueden particularizar para el caso de una distribucién

embargo, por limitacién de espacio no incluiremos el estudio de estos casos en este capitulo.
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Figura 7.4: Histogramas parala IPDF, p(z), a tiempos At = 2Dt = 1, 10, 100, 1000 obtenidos mediante simulacién
de la reaccién A + A — 0. La distribucién inicial corresponde a una probabilidad de ocupacién Cp = 1/2 de
cada sitio, con N(0) = 11000; 1000 realizaciones. Las lineas continuas es el resultado tedrico, ecuaciones (7.49).
Observe jue, a diferencia de la Fig. anterior, (7.3), los ejes estn reescaleados por la concentracién C(t).
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Figura 7.5: Idem Fig. (7.4) en una estadistica mejorada (N(0) = 11000; 24650 realizaciones). Los histogramas
corresponden a los tiempos At = 2Dt = 0, 1, 10, 100, 500, 1000.
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Capitulo 8

La reaccion A+ A — 0 con ingreso de
particulas (“with input”).

8.1 Motivacién

En el capitulo anterior se obtuvo por primera vez para la reaccién de aniquilacién la densidad de
probabilidad de la distancia entre particulas!, p(z,t), ecuacién (7.24), relacionindola con la funcién
de correlacién, G(z). Pero este resultado estd basado en la suposicién de que la distribucién de

particulas forma un proceso de renovacién a lo largo del espacio.

Sin embargo, se sabe que para la reaccién de coagulacién esta distribucién no es un proceso de
renovacién, sino que tiende a un proceso de renovacién en el limite de tiempos grandes (ver ref. [233],

seccién 3.6). Adn no se conoce un resultado similar para aniquilacién.

De la comparacién del resultado tedrico de la seccién anterior con simulaciones parece haber una
coincidencia exacta. Pero nétese que no podemos afirmar que esta sea una solucién exacta, puesto que
estd basada en la suposicién de que las particulas forman un proceso de renovacién a todo tiempo, lo

que no podemos demostrar, y lo cual en el caso de coagulacién no serfa cierto.

A los fines de probar este método con resultados de simulaciones més precisas, en esta seccién
consideraremos la reaccién de aniquilacién con una generacién de particulas a un ritmo constante
(A + A — 0 with “input™) [227].

Para aniquilacién con “input” la evolucién del nimero de particulas fue obtenida por Racz,
[228]. Al igual que para coagulacién con “input” [229] se encuentra que, independientemente de la
concentracién inicial, la concentracién alcanza un valor estacionario C,. Entonces, es posible, una vez
alcanzado el régimen estacionario, adquirir los datos para construir los histogramas varias veces durante
el transcurso de cada realizacidn, es decir, no se requiere una realizacién para cada lectura de posiciones
como en el caso sin “input”, sino que cada realizacién puede suministrar varias lecturas. Esto hace
posible adquirir una muestra mucho mas grande y mejorar asi la estadistica de los histogramas a los

fines de comparar con el resultado teérico basado en el mismo método.

!conocida como “interpartirle distribution function” o IPDF.
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8.2 Resultados conocidos

Sea R el ritmo de generacién de particulas por sitio. La funcién de correlacién en el estado estacionario,
G(z) satisface la ecuacién [228):

DG"(z) - RzG(z) =0 (8.1)
(donde las primas denotan derivadas respecto a z), con la condicién de borde G(z = 0) = 1. La solucién

es
p ;
G(z) = -—»——-—‘ 7O Ai(pz) (8.2)

donde p = (R/D)'/3 y Ai es la funcién de Airy (como es definida en [72]). La concentracién en el estado
estacionario es [228]

_ Ao
Cs = m g = 036451;9 (83)

8.3 IPDF para aniquilacién con “input”, en el estado estacionario.

Aplicando la teoria del capitulo anterior obtenemos:

PO = Trpg ¢ h)= g - G0, (8.4

El problema que se presenta aqui es que no se conoce la transformada de Laplace de la funcién de Airy.
En la Fig. 8.2 mostramos la IPDF obtenida mediante simulaciones. En esta Fig. la linea llena (teoria)
corresponde al resultado (8.4), evaluacién numeérica la transformada h(v) y efectuando numéricamente

la antitransformada de Laplace de p(v)2.

8.4 Procedimiento de simulacién

Las simulaciones fueron realizadas en tiempo continuo, considerando condiciones de borde periddicas.

No fijamos el tamafio del sistema sino el niimero inicial de particulas, N(0). Entonces, distintas
realizaciones corresponderan a redes de distinto tamano L = S,,,, Az, pero cada tamaifio es generado
distribuyendo las particulas con la misma concentracién media (prefijada) Cp = N(0)/(L). Aqui Snaz
es el niimero de sitios de la red y Az es la distancia entre sitios vecinos (Az = 1 en las simulaciones).

Hemos usado sélamente distribuciones iniciales completamente al azar con una probabilidad Cp

de ocupacién de cada sitio.

?Nota: Luego de terminar esta tesis, el Prof. M. L. Glasser [91) me comunica haber obtenido la transformada de Laplace
h{v), ezoctamente:

I(2/3)
r(1/3)

vI(1/3) [ _ 32"’v-_.

= 1 ! /
h(v) = (3p)1/3r(2/3) pl/.! hd (gr(z/s) + §b2/3M(2/3, ‘5/37b) - b ’

M(1/3,4/3, b))] (8.5)

donde b = §3 y M(a,b, 2} es la funcién “confluent hypergeometric” de Kummer (Abramowitz y Stegun, Handbook of
Mathematical Functions, Chapter 13). La utilizacién de {8.5) podria revelar un mejor acuerdo entre las simulaciones y la
teorfa usando de (8.5), pues la implementacién numérica de (8.4) con (8.2) representa 1 1 célculo de transformadas iteradas,
en el que no es posible estimar facilmente el error cometido.
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A cada particula j se le asigna una posicién en la red, s¥) y también un tiempo t¥), que
es el tiempo al cual va a efectuar su préximo salto. El conjunto de tiempos a los cuales una dada
particula salta: {t?), i) yooo y )}, donde n es el ntimero del paso, forman un proceso de renovacién tem-
poral, con una WTD 9(t):

¥t =t — 1Y) = Xexp[-At] - (8.6)

con un ritmo de salto A, tal que D = (Az)2)A/2 (A = 1 en las simulaciones, es decir D = 1/2).

En forma equivalente, las particulas generadas ingresan a tiempos que siguen un proceso de
renovacién con WTD ¢7npu(t). Llamaremos a éste el proceso de renovacién “I”: {tg”, t(l), e t,(,l)}.
Aqui n se refiere al niimero de particulas generadas. El tiempo de pausa entre la generacién de dos

particulas tiene una densidad de probabilidad

Brnpur(t =t — D 1y = X exp[-As) (8.7)
donde
A = SpmacR. (8.8)

La posicién en la que ingresa la particula generada se elige al azar, con igual probabilidad, entre los
Smaz sitios posibles.

A los fines de construir los histogramas correspondientes a la distribucién espacial de particulas,
se fijan los tiempos a los cuales se desea observar la posicién. Las particulas estdn numeradas (mediante
el indice j), de izquierda a derecha, es decir, en el sentido horario sobre la circunferencia de perimetro
L (condiciones de borde periddicas). De esta manera, escogiendo una particula cualquiera, 7, (1<j <
N(t)), a los fines de encontrar sus préximas vecinas (a ambos lados) no es necesario indagar la posicién
de todas las restantes, sino que se sabe que son las particulas j — 1y j+ 1 (respectivamente).

Cuando se aniquilan dos particulas [N(t) = N(t) — 2], se desplaza el nombre (nimero asignado)
de todas las demd3s, de manera tal de que se conserve el ordenamiento mediante el cual, por ejemplo, la

particula j' = j + m es la m-ésima vecina hacia la derecha de la particula j.

8.4.1 Algoritmo:

Siendo N = N({t) el niimero de particulas al tiempo ¢, el programa sigue la superposicién de N + 1
procesos de renovacidn: los primeros N corresponden a las particulas ya existentes, y el restante a la
generacién de particulas. Note que la cantidad de procesos de renovacién involucrados cambia durante
el transcurso del tiempo.

La simulacién comienza generando los tiempos para el primer salto de cada particula. Cada
tiempo es una variable aleatoria, generada con la misma densidad de probabilidad, el WTD (8.6). Estos
corresponden a N(0) procesos de renovacién. A su vez, se genera el tiempo al cual ingresa la primera

particula. Este tiempo es generado con la densidad de probabilidad, ecuacién (8.7).

De estos N + 1 tiempos iniciales, con N = N(0), se busca el minimo, digamos t;:

ty = Min {41, 47, ...(M} (8.9)
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Pueden ocurrir dos cosas; seglin que este tiempo corresponda a alguna de las particulas, o al proceso

(D:

¢ a) Si este tiempo corresponde al proceso de renovacién (I), es decir, si t; = tgn, se ingresa una

nueva particula, asigndndole como posicién alguno de las Sp,. sitios, eligido al azar. A su vez,
existen las siguientes dos posibilidades:

ay) Si el sitio elegido estaba ocupado por una particula, se eliminan las dos particulas. Esto
significa que si la particula que estaba y ahora es eliminada era la j-ésima, se desplazan todos los

tiempos y posiciones®:

t0) U)o 400 e sUHD) v =541, .N=-1 (8.10)

y se sigue la superposicién de los N(t) = [N(0) + 1] — 1 = N(0) procesos de renovacién restantes.
as) Si el sitio elegido no estaba ocupado, se incorpora la particula asignindole un indice j. Para

asignarle un fndice j, se indaga por el indice de su préxima vecina a la izquierda, sea 1; entonces se

toma j = 1+ 1 y se desplazan los tiempos y posiciones de las particulas que quedan a la derecha:
t0) = 0'+) . U)oU) v =N N -1, (8.11)

luego se genera su posicién s¥) = { sitio elegido con igual probabilidad entre l0s Snaz de lated } y
su tiempo tU), Este tiempo asignado corresponde a su préximeo salto: tU) = t§}' }+A, donde A tiene
distribucién ¥(A). A continuacién se sigue la superposicién de los N(t) = [N(0)+1]+1 = N(0)+2

procesos de renovacion existentes.

o b) Si este tiempo corresponde a alguna particula ya existente, es decir, si t; = ty), conj € [1,N],
se elige con igual probabilidad alguno de los sitios vecinos de esa particula, y se reubica la j-ésima
particula en ese sitio: s¢) = sU) £ 1.
by) Si ese sitio no estaba ocupado se le asigna el tiempo de su préximo salto: tg ) = {1 + A, donde
A tiene distribucién (8.6). El programa sigue la superposicién de los N(t) = N(0) + 1 procesos
de renovacion.
by) Si ese sitio estaba ocupado, se eliminan las dos particulas y sus procesos de renovacién aso-
ciados. Se desplazan los tiempos y posiciones teniendo en cuenta que eran particulas préximas

vecinas (con la correspondiente modificacién en el caso en que j=10j=N.):

) e (D U e sl

vV i = 4, 7+1,...N sisl) = sl 41 (desplazamiento hacia la derecha)
7= j—=1,5,...N sisU) = s0) —1 (desplazamiento hacia la izquierda)

Fl programa sigue la superposicién de los N(t) = [N(0) + 1] — 2 = N(0) — 1 procesos de reno-

vacién restantes,

Al final de cada una de estas posibles alternativas se repite esta serie de pasos tomanco N(t) en lugar
de N(0).
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A+A -> 0, with input-rate: R=0.005
a 1 k] L] 1 ¥ T v

Cs = 0.07853 (theory) —

Co = 1.00 —
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Figura 8.1: La reaccién A+ 4 — A con un “input” de particulas a un ritmo R = 0.005: Evolucién de la
concentracién de particulas hacia su valor estacionario, C,. El valor teérico esta dado por la linea horizontal.

8.4.2 Resultados de simulaciones

a) Evolucién de la Poblacién de particulas

En la Fig. (8.1) mostramos los resultados de simulaciones de la reaccién de aniquilacién para
un ritmo de ingreso de particulas R = 0.005. De acuerdo a (8.3), la concentracién estacionaria es
C, = 0.07853 = 1011049 Esta concentracién se alcanza partiendo de cualquier concentracién inicial,

Co. Mostramos los casos en que Co = 1,0.5,0.1,0.01 (curvas de arriba a abajo, respectivamente).

b) Distancia entre particulas préximas vecinas.

Hemos escogido la simulacién correspondiente a un ritmo R = 0.0001 para mostrar la distribucién
de la distancia entre particulas préximas vecinas, una vez alcanzada la concentracién estacionaria. Las
Figs. (8.2) muestran el histograma, en escala lineal y logaritmica, obtenidos sobre 10200549 mediciones

de distancias entre particulas préximas vecinas. El decaimiento exponencial resulta
p(z) = 0.132C, exp[—0.5222C,] (8.12)

La correspondiente evolucién del ntimero de particulas se muestra en la Fig. (8.3): curva con Cg = 0.02.

8.5 Conclusiones

El método usado en el capitulo anterior y en este, estd basado en la suposicién de que las posiciones
de las particulas pueden descrihirse como un proceso de renovacién, en otras palabras, en la conje-

tura de que la distancia entre pares distintos de particulas son variables aleatorias independientes e

3Con la debida modificacién en el caso en que j = N: entonces (j +1) =1
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Figura 8.2: Histogramas (simulaciones) de la IPDF con un ritmo de ingreso R = 0.0001, suficientemente bajo
como para que valga la aproximacién de espacio continuo (C = C, = 0.0213). a) Escala lineal. La curva llena
corresponde a la implementacién numérica del resultado (8.4). b) Escala logaritmica, aquf la recta es el ajuste
lineal, que suministra los coeficientes en la ecuacién (8.12).

igualmente distribuidas. Como no se puede probar este esta hipStesis, hemos realizado extensas si-
mulaciones a los fines de comparar detalladamente con las resultados en base a ella derivados. Para
obtener una estadfstica todavia mejor, se aplicd este método a la reaccién de aniquilacién con un in-
greso de particulas (“input”) a un ritmo constante. Puesto que en este caso se alcanza un régimen
estacionario, se pudo construir histogramas con gran precisién que muestran que si la solucién encon-
trada para la IPDF no es exacta, entonces es por lo menos una muy buena aproximacién, practicamente
indistinguible de resultados de simulaciones. Una observacién muy interesante que se deriva de este
resultado puede formularse en la forma de un acertijo: Considere la reaccién de polimerizacién de n-
meros, A,, limitada por difusién: Los polimeros difunden sobre la linea con un coeficiente de difusién
que depende de sus tamafios y polimerizan a cada encuentro: A; + A; — A;yj. Inicialmente, todas
las particulas son mondmeros, A;. Este proceso codifica coalescencia y aniquilacién simultdneamente
[39]: Si no tenemos en cuenta el tamafio y consideramos a todos los polimeros como equivalentes, el
proceso es anédlogo a coagulacién, A + A — A. Por otra parte, si observamos solamente polimeros con
un ntmero impar de monémeros, el proceso es equivalente a aniquilacién, A + A — 0. Imagine ahora
que comenzamos este “proceso maestro” y observamos una foto del sistema a algin tiempo posterior.
Hay polimeros de tamafio par e impar, aproximadamente en igual cantidad y aparentemente bien mez-
clados (no hay segregacién en clusteres de polimeros de tamafio par e impar). De nuestros resultados y
discusiones en el capitulo 7 concluimos que las distancias entre pares de polimeros p 5ximos vecinos son
estadisticamente dependientes (estamos observando coalescencia). Pero si nuestra conjetura es cierta,

la distancia entre polimeros préximos vecinos de tamaifio impar (aniquilacién) ~un subconjunto finito de
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A+A -» 0, with input-rate: 0.0001
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Figura 8.3: Idem Fig. (8.1), con R = 0.0001. N(0) = 400, Co = 0.02, 128 realizaciones: Acercamiento al valor
estacionario de la concentracién de particulas. Los datos corresponden a la misma simulacién del histograma de
la Fig. (8.2).

todos los polimeros— son estadisticamente independientes! Esto muestra que la distribucién espacial

de particulas, en estas reacciones, los ejemplos mas simples de reaccién difusidn, es muy peculiar.
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Capitulo 9

Cinética del modelo de Ising
unidimensional: dinamica de Glauber.

El modelo cinético unidimensional de Ising consiste en una red de espines s; = %1, que interactian

ferromagnéticamente con sus préximos vecinos. El Hamiltoniano de este modelo es
H=-J Zs; Sit1 (9.1)
i

En 1963 Glauber propuso un método para estudiar la cinética del modelo de Ising y su relajacién al
equilibrio [34]. En la dindmica de Glauber la evolucién temporal estd descrita por la siguiente Ecuacién
Maestra:

d
2; p(sls 5250043 t) = Ew(“si}P(sh 82000y ™8y t) - p(SI, 82,5045 t) Zw(si) (9'2)

donde p(s1, s2,...;t) es la probabilidad de la configuracién {s1, s2,...} al tiempo t y w(s;) la probabilidad
por unidad de tiempo de cambio de signo del espin s;. Se incorpora la tendencia de cada espin de
alinearse paralelo a sus préximos vecinos, a los fines de minimizar la energfa modelando estos rates

como una funcién que toma tres valores posibles:
[ 3A(1-a) sifftoldl
l .
2A 81 TT'l o iﬁ o Tu Y uT (9'3)

w(s;) = ¢

PA1+a) sidtlotit

.

lo cual se puede resumir en la forma:

1 1
w(si) =3 A (1- asi(si-1+ 8i+1)] (9-4)
En palabras: el valor %/\ corresponde al caso en que los espines vecinos estdn antiparalelos, s;_1 = —si41;

por otra parte, cuando los dos espines vecinos estdn paralelos el uno al otro, el rate de transicién toma
el valor %A(l — ) para s; paralelo a ellos o %)\(1 + a) para s; antiparalelo a sus vecin¢ ©. Para favorecer
la orientacién paralela (antiparalela) debe ser a positivo, dando lugar a un modelo con tendencias

ferromagnéticas (antiferromagnéticas). Se debe notar que en todo caso debe ser |a| < 1.
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El pardmetro A simplemente fija la escala de tiempo en la cual ocurren las transiciones, y no tiene
analogo con el modelo de Ising en equilibrio. Al pardmetro a por el contrario, habrd que determinarlo

a partir del estado de equilibrio, en el cual se cumple:

pi(—si) _ w(s;)
pi(si) w(—s;) (9.5)
1 - gasi(si-1 + 8iv1)

9.6
1+ fasi(sio1 + siy1) (6)

Por otra parte, cuando el modelo de Ising a alcanzado el equilibrio a temperatura T, la estadistica de

Maxwell-Boltzmann fija la relacién entre dichas probabilidades:

pi(—si) _ exp[~(J/KpT)si(si-1 + si+1)] 9.7)
pi(s) exp[(J/KBT)si(8i-1 + 8i+1)] '

Comparando la ecuacién (9.6) con la (9.7), se obtiene

a = tanh(2J/kpT) (9.8)
9.0.1 Funcién de correlacién:
Procediendo como en el tratamiento de la seccién 7.2.2, Glauber mostré que la funcién de correlacién:
G(r,t) = (so(t)s.(2)) (9.9)
satisface la ecuacién (para r > 0) {compare con ecuacién (7.30)):
%G(r, t) = =2AG(r,t) + Xa[G(r — 1,t) + G(r + 1,1)] (9.10)
cuya solucién exacta es

Glr,t) = p" +e M i[G(n, 0) — u"[Ir—n(202t) = I o (2aAt)] (9.11)

n=]

donde p = tanh(J/kgT). Obsérvese que para temperaturas T > 0, a es menor que 1, por lo tanto

G(r,t) decae exponencialmente a su valor de equilibrio u".
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9.1 La relacién entre la cinética del modelo de Ising unidimensional
y difusién-aniquilacién

En esta seccién estudiaremos el modelo de Ising unidimensional para distintas distribuciones iniciales
de los espines. Hay dos tipos de dominios, aquellos con espines “up”, seguidos por dominios con espines
“down”. En particular, para arreglos ferromagnéticos en los que inicialmente hay dominios cuyo tamano
tienen una distribucién fractal p(r) ~ r~177, puede considerarse al arreglo de paredes entre dominios
como un proceso de renovacién fractal en el espacio. Por otra parte, considerando que la variable en
cuestién es el tiempo, vemos que se puede traducir este arreglo en un proceso estocdstico (o “ruido”)
dicotémico: asociando el nivel £ del ruido con los espines "up” y el nivel —¢ con los espines “down”,

tenemos la equivalencia mostrada en la fig. 9.1

b a(t)
£ ]——
ol L

time

[P ECRUUEE U —

Figura 9.1: Realizacién de un proceso estocastico dicotémico: en su versién de ruido y en su versién de dominios

de espines.

Observemos nuevamente el esquema de los ritmos de transicién en la ecuaciéon (9.3), focalizando
ahora en la cinética de las paredes de los dominios. Consideremos ademds que los espines son los
“bonds” entre los sitios de la red, pudiendo estar estos sitios libres u ocupados con a lo sumo una pared
(considerada como una particula A). Desde este punto de vista, la interpretacién ahora es que con un
ritmo igual a ...

( %A(l — a) se crean dos paredes contiguas: 0 = A + A, alrededor del bond (espin) ,
w(si) = ¢ %,\ salta una pared (A) con igual prob. a uno de los sitios vecinos (difusién),

%)\(1 + ) desaparecen dos paredes préximas vecinas: (aniquilacién: A+ A — 0).

(9.12)
O sea, la dindmica de Glauber es isomorfa a la de aniquilacién-difusién con un “input” de particulas:
A+A-0, 0 A+ A, yconuna WTD exponencial: ¢(¢) = Aexp{—At}.

En particular,a T =0es a = u = 1, y la ecuacién (9.4) o (9.12) toma la forma

w(si) = M1~ 218(si,51-1) + 8(si,9141)]) (9.13)
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Esta ecuacién expresa que un espin que tiene uno de sus préximos vecinos del mismo signo y el otro de
signo opuesto (es decir, una pared de dominio) tiene una probabilidad 1/2 de cambiar su signo (difusién
de la pared), mientras que un espin que tiene ambos vecinos del signo opuesto (dos paredes) cambiard
su signo con probabilidad uno, eliminando las paredes (aniquilacién de las dos paredes). De esta manera
a temperatura cero el problema de Ising parece ser isomorfo al de aniquilacién y difusién de paredes de
dominios, sin “input”.

A su vez, la ecuacién (9.11) a T = 0 se reduce a

G(rt)=1+e2 i[c(n, 0) = 1[Ir—n(2t) = Irn(28)] (9.14)

n=]

Para un estado inicial aleatorio con magnetizacién media por espin {s) = mg y G(r,0) = m} parar # 0,

esta ecuacién se reduce a ‘
o0
G(rt)=1-¢% Z[l = m3|[[r—n(2t) = I (2t)] (9.15)
n=]

la cual se puede reescribir como

G(1,t) = 1+4e 2(1-md)[lo(2t) + I;(2t)] (9.16)
r—1

G(r,t) = 1+e 21 -md)[Io(2t) + (2t) + 2 I.(20)] (9.17)
n=]

9.1.1 Decaimiento de la poblacién de dominios a T =0
La densidad promedio de paredes de dominios se puede obtener como [35]:
cit)y=[1-G1,1]/2 (9.18)
la cual es equivalente a la densidad de particulas en el problema A+ A — 0, ecuacién (6.3) con A = 1:
C(t) = Co e~ 2[Iy(2t) + I, (2t)], (9.19)

cuando mg = 0 tal que Cp = (1 - m3)/2 = 1/2.

Obsérve que mg = 0 corresponde a una configuracién inicial aleatoria en la cual cada espin
independientemente de los demds, toma con igual probabilidad uno de sus dos estados “up” o “down”,
y por lo tanto corresponde a una concentracién inicial Cp = 1/2 de paredes de dominios. A tiempos

largos resulta:

e ?
Ct) = 1-5’1‘2 (nt)~12 4 O(-3/2) (9.20)
y el tamafio promedio de los dominios (z(t)) = 1/C(t) crece asintéticamente como
2 1/2
(z(t)) = T (rt)V/ (9.21)
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SELF-SIMILARITY OF THE FERROELCTRIC DOMAIN STRUCTURES IN KDP [2375]/91

(215)" (2/5)° (215)? 215 1
T I T ]
N B 1
> N=O (D=0.756)
‘2\0 o ,
< | 12
b3
5
O 5
(8 L Y
O 2
@ | O SHORT-CIRCUITED STATE
H (20=33.3um) B
= | < OPEN-CIRCUITED STATE 2
2 (2L=211um)
x UNELECTRODED STATE
(21=30pm )
1 L N TSR | s 1 e d o TR
005 o1 05

SPECIFIC WIDTH &

Figura 9.2: Medicién de la distribucién (acumulativa) del tamafio de dominios ferroeléctricos en el cristal KDP.
Figura reproducida de ref.[69].

9.2 Evolucién de la distribucién del tamafo de dominios.

Con la interpretacién de que a cada instante t la estructura de dominios constituye una la realizacién
de un proceso estocastico dicotémico y disponiendo de su funcién de correlacién G(r,t), en esta seccién
estudiaremos la evolucién temporal de la distribucién del tamafio de dominios.

Este proceso estocastico dicotémico est4 caracterizado por una densidad de probabilidad para el

tamano z de los dominios p(z,t), que juega el rol de la WTD (t) de la seccion 5.1.
Consideremos, por simplicidad, el limite de espacio continuo.

Sea p(z,t) la densidad de probabilidad del tamafo z de los dominios al tiempo t. Usando la
ecuacién (5.14) podemos relacionar estas dos funciones. Ahora p(z,t) juega el rol del WTD ¥(z),
con t como parametro, ademas hay que considerar el caso correspondiente a proceso de renovacién de

equilibrio, debido a la invariancia traslacional del modelo de Ising:

T = ...._.._g_.._ -1 ”}“:’P‘(‘?‘Z‘EL'Z
Clat) =1~ oyt {v2u+p<v,t)1’ } (5:22)

donde
p(v,t) =/ dz e "*p(z,1) (9.23)
0
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con

i 00
Gv,t) = / dz e~V*G(z, t) (9.24)
0
y resolviendo para p(v, t) resulta:

1 - Jz(t)v[l — vG(v, )]
1+ 3{(z(t))v[1 — vG(v, )]

plv,t) = (9.25)

9.2.1 Configuracién inicial aleatoria:

Observando que a T = 0 la ecuacién de evolucién (9.10) es la versién discretizada de una ecuacién de
difusién unidimensional: 9G(z,t)/8t = (A\/2) 8*G(z,t)/0z?%, con condiciones de borde G(0,) = 1y
G(z,0) = m? para = # 0, la solucién es:

1z
Gz, t)=1-(1-m] rf<~————) 9.26
@8 =1--m) et (37 (9:20
donde erf(z) = (2//7) [ dy eV, Su transformada de Laplace es

Glo,t) = % [1 = (1~ m}) eerfe(vv2)] (9.27)
con lo cual resulta ,

1- %(1 - m)(z) v e terfc(vV/i)
1+ %(1 ~md){z) v e?’terfc(v/t)

Observar que p(v = 0,t) = 1, garantizando la normalizacién a todo tiempo. Por otra parte, note que el

{9.28)

plv,t) =

tamaino medio de los dominios es una funcién del tiempo

() = (z(8)) = /0 ¥ dz z plz,t) (9.29)

y por lo tanto debe cumplirse que —8,p(v, t)]v=0 = (z(t)), lo cual genera la relacién

(z(t)) = (1 — mJ){=(t)) (9.30)

de la cual sigue que esta interpretacién sélo vale para mg = 0, lo cual es en efecto una condicién
necesaria para que la posicién de las paredes de los dominios constituya un proceso de renovacién en el
espacio: un exceso de magnetizacién en una direccién significarfa una densidad de probabilidad distinta

»l

para dominios con espines “up” que la correspondiente para dominios “down”!. A partir de ahora

consideraremos myg = 0.

Esta funcién es simplemente la inversa de la concentracién al tiempo ¢
(z()) =1/C() (9.31)

la cual, para el caso particular ac4 considerado estd dada por (9.19) con D =1 /2:

9 e2t

(z(t) = @) + 2D (9.32)

1Rl caso mo # 0 darfa lugar a lo que se llama un "alternating renewal process” (ver Cox {10}, pag.80), pero no serd
considerado en este trabajo.
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Finalmente, de ecuaciones (9.28) y (9.32) obtenemos:

2e"2[Io(2t) + [1(2t)] ] -

veterfc(vy/t) (9:33)

p(v,t) =
En la fig. 9.3 mostramos los resultados de simulaciones para la densidad de probabilidad de la
distancia entre particulas de la reaccién 4 + A — 0, comparado con nuestra teorfa, ecuacién (9.33),

obteniendo la transformada de Laplace inversa en forma numérica.

9.2.2 Configuracién inicial tipo “ferro”

Una situacién “ferro” (es decir, ferromagnética o ferroeléctrica) puede ser modelada con una
distribucién de tamafios de dominios proporcional a una ley estable, ecuacién (11.3). En particular,
para que esta estructura “ferro” se manifieste se requiere 0 < v < 2, tal que el segundo momento de
esta distribucién diverja (todos sus momentos superiores también). Como ejemplo del caso 1 <y < 2,
en la fig. (9.4) mostramos resultados de simulaciones en forma de histogramas para esta distribucién
obtenidos mediante simulaciones usando una distribucién inicial p(z,t = 0) = y(1 + )"}, con v =
1.2, comparados con los correspondientes a una distribucién inicial aleatoria. Este es un caso con
fluctuaciones infinitas para esta distancia alrededor de su valor medio (z(t = 0)) = 1/Cq. A los fines de
comparacién se reproducen también los histogramas correspondientes a una distribucién aleatoria, con
p(z,t = 0) = Cpexp(—Coz). Obsérvese que durante el transcurso de la reaccién las distribuciones de
tamano de dominios son esencialmente distintas.

Mientras que en el caso de una distribucién de méxima entropia de Botzmann-Gibs es pl(z,t=0)
exponencial y p(z,t) conserva un decaimiento exponencial a todo tiempo, Fig.(11.4), para una dis-
tribucién inicial tipo “ferro”, modelada como una distribucién estable (de méxima entropfa de Tsal-
lis), ésta se conserva estable durante varias décadas de tiempo. Esto se aprecia mejor en el grafico
logaritimico, Fig. 9.5: recién en el limite asintético, que surge més alla del tiempo alcanzado por las

simulaciones, aparece una cola exponencial en esta distribucién.

Nétese que la evolucién del nimero de paredes de dominios por unidad de longitud, C(t), es

equivalente a la evolucién de la concentracién de particulas mostrada en la Fig.(11.4) del préximo
capitulo.

En el caso en que 0 < v < 1 la distribucién es fractal. Recientemente Ozaki? et. el. han
descubierto que los dominios ferroeléctricos del cristal de fosfato de potasio bihidrogenado (KH3POy)
tienen una estructura fractal del tipo del conjunto de Cantor pentagonal [69]. La medicién de la
distribucién (acumulativa) del tamafio de dominios, a lo largo de un eje del cristal, revela una dimensién
fractal v = 0.756, ver Fig.(9.2).

2 Agradezco al Prof. Ozaki por suministrarme sus resultados experimentales

88



0.40 ,
N
4
*\ .30
S
£ o.20 4
¢.10 1
0.00
10
X
0.08 T T T T T 0.025
0.07 4
t=10 0.02
0.06 B
0.05 F - 0.015
0.04 -
0.03 - 0.01
0.02 .
0.005
0.01 e
0 i A ) . . D N 4 N ,
0 10 20 30 40 S0 60 0 20 40 §0 80 100
0.008
0.0025 F ¥ T T T T ¥ T3
0.007
b d
0.00& 0.0020 t”laaoo e
0.005
0.0015 B
0.004
0.003 0.0010 .
0.002
0.001 0.0005 j
0 3 1 ) 1 i i b

A Il 1 ) 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 ©0.0000

Figura 9.3: Simulacién de la evolucién de la densidad de probabilidad del tamaiio z de dominios en el modelo
de Ising. Inicialmente hay una densidad media Co = N(0)/L = 1/2 de paredes de dominio distribuidas al azar,
es decir, el tamafio tiene distribucién exponencial. Se tomaron condiciones de borde periédicas y N(0) = 25000
dominios (20 realizaciones). Las lineas continuas es ¢ resultado tedrico, (9.33).
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Figura 9.4: Histogramas obtenidos mediante simulacién para el tamafio de los dominios: Comparacién de una
distribucién inicial tipo “ferro” caracterizada por una p(z,t = 0) ~ z=!~7, con ¥ = 1.2; Las lineas de trazos, a
modo de comparacién, corresponde a una distribucién aleatoria: los mismos histogramas de la Fig. (9.3). Observe
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Figura 9.5: Los mismos histogramas de la Fig. 9.4, pero a escala logaritmica. La linea recta, a modo de
referencia, tiene pendiente ~2.2 = —(1+ 7).

91



Capitulo 10

Estudio de coagulacién y
aniquilacion en redes d-dimensionales

En este capitulo estudiaremos las reacciones de coagulacién y aniquilacién en redes de mayor dimensién,
d > 2 (entero). Notablemente, a pesar de ser estos los ejemplos mas sencillos de reaccién-difusién, a
diferencia de d = 1 no se conocen soluciones exactas. Aunque las leyes asintéticas son anroximadamente
conocidas (ver ecuacién (0.4)), no hay acuerdo acerca de las expresién exactas de los factores que ellas
involucran. En este capitulo obtendremos estas expresiones exactamente mediante un método, que

llamamos de las “particulas fantasmas”.

10.1 EIl Método analitico.

Consideraremos un sistema de particulas que difunden en una red d dimensional, con un parametro de
red a. Como en el caso unidimensional estudiado en el capitulo anterior, las particulas realizan un RW
de tiempo continuo (CTRW), con igual probabilidad de salto a sitios préximos vecinos (es decir, sin
deriva), y con tiempo de espera entre saltos con distribucién exponencial. De esta manera, el movimiento

de cada particula es puramente difusivo:
(r}(t)) = 2dDt, (10.1)

donde D es el coeficiente de difusién: D = a?1/2d. En lo sucesivo tomaremos a = 1.
La idea para resolver este problema en mayores dimensiones consiste en mapear estas reacciones

en un proceso en el que el mimero inicial de particulas se conserva a lo largo del tiempo.

Sustituiremos este problema por otro, en el que el nimero de particulas permanece constante e
igual al inicial, N(0). En el nuevo problema, a cada encuentro de dos particulas se produce el siguiente

cambio de identidad [94, 38):

G+ A para coagulacién;

Avas { G+ G para aniquilacién; (10.2)
G+A—G+A4; (10.3)
G+G - G+G. (10.4)
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De esta manera, después de un encuentro ambas particulas se transforman en “fantasmas” (G) o una
de ellas se transforma en “fantasma” y la otra conserva su identidad, respectivamente. En este esquema
cada particula se comporta como si estuviera sola en la red: su movimiento no esti afectado por las
demds particulas. A cada encuentro de dos particulas A, la interaccién se reduce a un cambio irreversible
de identidad, como se indica en las ecuaciones (10.2)-(10.4).

Concentrémonos en un par tipico de particulas (i, j), situadas inicialmente en r; y rj, con r; # r;1.
La probabilidad de que ellas se encuentren por primera vez en el intervalo de tiempo (¢, t +dt) estd dado
por Fp(rj — ri,t) dt, donde Fy(r,t) estd dado por la densidad de probabilidad del tiempo para alcanzar
por primera vez el sitio r para un “random walker” que inicialmente estaba situado en el origen, y cuya
evolucién reproduce el movimiento relativo de las dos particulas (7,7). Esta funcién es la extensién a

mayores dimensiones de la densidad de probabilidad Fy(r, t) introducida en la seccién 6.2.

Si el WTD de cada particula es exponencial, entonces al CTRW correspondiente al movimiento

relativo de dos particulas tendrd también un WTD exponencial, con un tiempo de pausa mitad:

WTD del movimiento relativo = 2e™2* = £~ (u/2)]. (10.5)

Para el sistema de muchas particulas, tenemos que considerar el movimiento de cada particula
i respecto a toda otra, j. La probabilidad de que cualesquiera dos particulas del sistema completo se

encuentren por primera vez en el instante (f,¢ + dt) es

F(t)d }: Y Falrj — i, t)dt, (10.6)

t j#i
donde ry es la posicién de la particula k a t = 0. Cuando un par se encuentra por primera vez, el
nimero de particulas cambia si el encuentro es del tipo (10.2). La probabilidad de que un encuentro
sea de ese tipo serd una complicada funcién del tiempo, digamos A(t), que luego calcularemos en forma

aproximada. En términos de estas funciones, es posible escribir la siguiente ecuacién de evolucién para

el niimero de particulas
N(t) — N(t+dt) = € A(t) F(t) dt, (10.7)

donde N(t) es el niimero de particulas A al tiempo t. Estamos suponiendo que el intervalo de tiempo
dt — 0, y es suficientemente pequefio como para despreciar la probabilidad de encuentro de més de un

par de particulas en el intervalo (¢,t + dt).

Esta ecuacién se puede reescribir en la forma
d
EZN(t) = —A(t) x(¢t), (10.8)

donde hemos definido la concentracién al tiempo ¢ relativa a la concentracién inicial Cy, como N (t) =
N(t)/N(0),y
k(t) = e—— }: > B(rj—rit), (10.9)
i j#i

es el ritmo total de primeros encuentros, es decir, para el sist. ma completo.

N(O) 2N(D)

'No admitimos mas que ura particula por sitio al comienzo de la reaccién, pues se supone que la reaccién tiene lugar
instantdneamente
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Calcular exactamente la probabilidad A(2) puede ser tan cemplicado como obtener exactamente la
solucién del problema original. Sin embargo, con este esquema hemos simplificado un poco el problema,
por cuanto identificamos, por un lado, un ritmo () que si se podra calcular exactamente, y por el otro,
una probabilidad A(t) que se podri aproximar en términos de funciones de correlacién espacial.

En el caso en que las particulas estén ubicadas inicialmente al azar, con una probabilidad de
ocupacién Cy en cada sitio, es conocido que la evolucion de N(t), en este sistema de una sola especie,
no se ve muy afectada por las fluctuaciones locales en la concentracion de particulas [61]. Entonces, en
la aproximacién més baja, es

2
o= 2] (2052« (2]
Se puede demostrar [240], introduciendo funciones de correlacién de las posiciones de las particulas, que

el préximo término en este desarrollo de A(t) como funcién de NV (t) es de orden N*(t). Entonces, puesto

que N(t) < 1y es una funcién mondtonamente decreciente, a tiempos largos esta aproximacién, (10.10),
tiende a ser la expresién exacta para A(t). La ecuacién de evolucién, en esta primer aproximacién, se

convierte en

%N(t) > —k(t) N2(2), (10.11)
cuya solucién es .
N(t) = 1750 (10.12)
con .
=(t) = /0 K() dt. (10.13)

10.1.1 Solucién analitica para una distribucién inicial homogénea de particulas.

De acuerdo a la discusién anterior, x(t) tiene que ser calculado en base al movimiento relativo de
dos particulas, promediado sobre las distancias iniciales de todos los pares. En vez de sumar sobre
particulas es conveniente sumar sobre todos los sitios de la red » = (r,rg,...rg), introduciendo una

funcién “indicador”:

v _} 1 sihayuna particula en el sitio r a t=0,
plr) = { 0 si hay una particula en el sitio r a t=0. (10.14)
Notar que ¥, p(r) = N(0), y {p(r)) = Cy. De esta manera, la ecuacién (10.6) es
1
Ft)=3 Yop(r) Y p(t)Ba(r -, 1), (10.15)
r r'#r
donde la suma ahora es sobre todos los sitios de la red. Asi,
€
k(t) = 3 Z p(r)Fa(r, t). (10.16)
r#0

Para una distribucién inicial homogénea de particulas, cada sitio estd inicialmente ocupado con proba-

bilidad Cy. En este caso, la suma se simplifica en ! forma:

K(t) = —g-co Y By(r, ). (10.17)
r#0

94



Sea R(r,t)dt la probabilidad, para una particula inicialmente situada en el origen, de alcanzar el
sitio r = (ry, ... rq) —no necesariamente por primera vez— dentro del intervalo de tiempo (¢,t + dt).
En la representacién de Laplace, para un RW sin arrastre en una red d—dimensional, estd dada por
(2.37):

R{r,u) = Py(r, z = ¢(u)) (10.18)
donde Py(r, z) es la funcién de Green correspondiente a la red que se use. Para fijar ideas y para facilitar
la comparacién con simulaciones consideraremos sélamente redes (hiper)cibicas simples, para las cuales
Py(r, 2) estd dada por la ecuacién (2.19).

Para el caso unidimensional la expresién de R(r,u) se reduce a la forma ya derivada en seccién
6.2, ecuacién (6.16). '

Sea F(r,t) la funcién de densidad de probabilidad para el tiempo t en el cual el sitio r es alcanzado
por primera vez. Usando los resultados de la seccién 2.4.3, en la representacién de Laplace se puede
obtener como

_ R(r,u)

F(r,u) = m N si r ;é 0. (1019)

Consideremos ahora el movimiento relativo de dos particulas. La funcién de densidad de probabili-
dad Fy(r,t), para el tiempo del primer encuentro, estd dado por ecuaciones(10.19) y (10.18), reem-
plazando ¥(t) por 2Ae~2*, En la representacién de Laplace esto corresponde a reemplazar u por u/2,
es decir Fy(r,u) = F(r,u/2).
La expresién (10.17) se puede calcular en la siguiente forma:
o Reu/2) —RO.w/2) | (1020
R(0,u/2)

Teniendo en cuenta la representacién en Fourier (2.38), la suma se reduce a particularizar esta repre-

K(t) = gcg /:-1{

sentacién en k = 0:

1
g R(r,u/2) = Rk = 0,u/2) = Ty (10.21)
resultando c .
= &0 -
) =2 [ Y (1022
Llevado a (10.13) y (10.12), obtenemos finalmente
o, o 1 B
v =[- 2+ 5 o e ) (1023)

para todo tipo de red y en cualquier dimensién d 2> 2.

10.1.2 El rol de la funcién S(t): Nimero medio de sitios distintos visitados hasta
el tiempo t.

El comportamiento asintético dado por la ecuacién (0.4) puede ser obtenido a partir del nimero medio
de sitios distintos visitados por un “random-walker”, S(t). En efecto, en el marco del método de
Smoluchowsky [56], considerando la sobrevivencia de “random-walkers” independientes en presencia de

una tinica trampa, se puede mostrar que [49, 57, 58, 59]

C@t) ~1/5(%) (10.24)
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debe ser una aproximacién para cualquier dimensién espacial. Resultados de simulaciones de Monte
Carlo [168] est4n de acuerdo con esta conjetura, pero no existe una demostracién analitica. Note que
S(t) contiene informacién sobre la dindmica de una dnica particula, mientras que de la solucién exacta
para d = 1 hemos aprendido que la informacién relevante para la cinética de la reaccién involucra el
movimiento relativo de dos particulas. En efecto, en la ecuacién (6.21) se ve que la concentracién de
particulas a lo largo de la reaccién estd dada por el valor medio de la probabilidad de sobrevivencia de
un tnico par de particulas.

En esta seccién vamos a reescribir el resultado anterior en términos del mimero medio de sitios
distintos visitados por una particula, S(t). Sea S, la misma funcién para argumento discreto, o
sea como funcién del nimero de pasos n, y sea P,(r) la probabilidad de encontrar el “random
walker” —inicialmente situado en el origen— en el sitio r al n-ésimo paso. Como es bien conocido

[64], las funciones generatrices S(z) = L.§°2"Sn y Palr,z) = 2287 2" Po(r) estan relacionadas en la

forma |
= ] 10.
S8 = A0, (1029
En la representacién de Laplace de tiempo continuo, ésto corresponde a [85]
1-1(u) 1 1
S(u) = = = - ) 10.26
Teniendo en cuenta (2.37) obtenemos
1 1
R(0,u} = = 7o,
S LY
Reemplazando esta expresidn en el resultado (10.23), obtenemos finalmente
! ! (10.27)

N = 1+ L Y{x(u)/u} Ti- £Co + 5CoS(2t)

Al igual que en el caso unidimensional, aqu{ insistimos en hacer notar que el factor 2 en el argumento

de S surge del hecho de que, como en el caso unidimensional [39, 40, 53], esta solucién involucra el
movimiento relativo de un par de particulas.

De esta manera hemos conseguido demostrar la relacién (10.24), y a su vez la hemos corregido

al determinar el coeficiente en el argumento de §(t) y los prefactores. De (10.27) la expresién exacta a

tiempos largos es

2 1
CO~ & 55D (10.28)

El niimero medio de sitios distintos visitados por un “random walker” hasta el tiempo t, S(t), a
merecido el estudio de muchos autores [1, 23, 84, 85, 59, 24, 65, 66, 67, 68, 106]. Para redes de dimensién
entera, el comportameinto asintético es conocido ezactamente:

o(8Xt/n)1/? parad=1
S(t) ~ { ma?(At)/In(Xt) para d =2 (10.29)
(At)/Ps(0,z=1) parad=3
donde Py4(0,z = 1) es la integral de la red, ecuacién (2.23), la cual es un niimero caracteristico de la

red y su dimensién.



10.2 Reacciones en d = 2 con distribucién inicial homogénea de
particulas

10.2.1 Introduction

Dedicaremos esta seccién a la dimensién critica d = 2, donde el efecto de la discretizacién del espacio
todavia no esté bien entendido. Algunos métodos analiticos [32, 98, 99] para el decaimiento asintético

de particulas dan: |
Ct) ~ -‘-:-f (10.30)

aunque con otros esquemas en la red se obtiene [53, 54, 55]
Ct) ~t™1. (10.31)

Mientras algunos resultados de simulaciones puméricas [49, 50, 51] parecen coincidir con la
ecuacién (10.30), en otros experimentos de Monte Carlo [52] los autores ajustan los resultados con
una ley en forma de potencia C(t) ~ ™%, y encuentran que a medida que el tiempo se incrementa o

parece acercarse a un valor limite oo < 1.

10.2.2 Evolucién del ntimero de particulas

En vez de usar S(t) procederemos directamente implementando la ecuacién (10.23). Usando el resultado

(2.17), esta ecuacién toma la forma

-1
A+u
.!V =11~ E S‘ -1 “‘];""‘"""““‘““‘""‘2 .
) [ 2C'() + 2C0£ {ug 2/WK[§12—$§} , (10.32)

donde K(z) es la integral eliptica completa de primer tipo [72] y Cq es la concentracién inicial. La
transformada inversa indicada no puede calcularse exactamente. Sin embargo, la funcién a antitrans-
formar satisface las hipétesis del teorema Tauberiano en la versién de la ref. [73], tanto para u — 0
como para u — 00. Por lo tanto se puede obtener la forma exacta de la antitransformada para t — oo

y t — 0 respectivamente. En ambos casos resulta la siguiente expresién para N (t):

-1
142X
N(t) = [1 - -;-CO + %C'gw-——-———«—-z(K‘(F ?,tz )} (10.33)

Hemos verificado que esta expresién coincide exactamente con la transformada de Laplace inversa a
tiempos cortos y tiempos largos. Ademds se puede inferir que es una muy buena aproximacién de inter-

polacién para tiempos intermedios. Esto también se verifica por comparacién con el célculo numérico.

En particular, para tiempos grandes, resulta

-1
147
NGO = |1-fc+2c
®) [ PRI SN oTC R Y e 7
2 @) o iy2x=1+8Dt (10.34)
neCo 7T

en coincidencia con las ecuaciones (10.27,10.38).
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Una comparcién detallada del resultado (10.34) con los resultados de simulacién requiere la con-
sideracién de los factores de la variable temporal. En efecto, la funcién logaritmo In(ct) = Inc + Int

hace que los valores de ¢ y t sean igualmente relevantes aunque difieran en algunos 6rdenes de magitud.

10.2.3 El ritmo de reaccién, «(t), para una red cuadrada.

De las ecuaciones (10.22) y (2.17) obtenemos

2X
K(t) = -;—Co ! {—-g—-i—;‘;\— - 1} : (10.35)
u 2K(555)
5 1 0 iy . 1 A 1 H
3 0.0%
4 n g 0.02 .
g 0.03
=gl
..:.’) 0.04
3 -
8 5.08
N 0.06 bt
“ ’ 2 1 [ 1 2 3 ‘ 5
j — 2 - .
(1]
o
H : .
pumericamente . -

l1og

! \mrssien analitica
0 .. .................. aprczx da(samn ......... =
: teoreamas Tauberianos)

-Lr § d=2
c,= 1.00

I ] 1 | I ] !
-2 -1 0 1 2 3 4 5

log t/<t>
10

Figura 10.1: Comparacién de la ecuacién (10.36) con la transformada inversa de Laplace de E(u),
ecuacién (10.36). Las dos curvas caen tan préximas, que son difi iles de distinguir. El grafico interno muestra la
diferencia relativa. La linea de punto, a modo de referencia, es una recta de pendiente igual a uno.
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Figura 10.2: La reactividad dependiente del tiempo, s(t), para una red cuadrada. La linea de trazos muestra la
forma asintética, (10.37). El grafico interno, que muestra la diferencia relativa, estd también en escala logaritmica
a los fines de poner de manifiesto la coincidencia a tiempos largos.

No es posible obtener exactamente la transformada inversa de Laplace de x(u). Sin embargo,
a partir de teoremas Tauberianos podemos inferir el comportamiento a tiempos largos y cortos de su

integral, ecuacién (10.13),

2ty = %Co [%T%% - 1} exactamente para t—+o00 y t —= 0. (10.36)

Notablemente, esta expresién coincide satisfactoriamente con la transformada inversa de

Laplace numérica a lo Jargo de todo el dominio temporal, con un error maximo inferior al 6% cerca de
t ~ (t) (ver Fig. 10.1).

Ademds, de la definicién de (t), ecuacién (10.9) o (10.17), es facil ver que x(t = 0) = eACp; A =

2dD = 4D. Para tiempos intermedios hemos verificado que la derivada de la expresién para Z(t) en

ecuacién (10.36) es una buena aproximacién, la cual a tiempos largos coincide con la forma predicha

por la versién de Karamata del teorema tauberiano [75]),
£ 8DCy [1 - 32Dt para t— 0

!
[BD —z };(”)} o (10.37)
(2) ¢ 87DCy/In(64Dt)  para t -+ oo,

Co

K(t) = %)

i en
o {od

donde z = 4Dt/(1 + 4Dt), ver Fig. 10.2.

10.2.4 Comparacién con simulaciones en la red cuadrada.

Hemos realizado simulaciones para la reaccién A + A — A en la red cuadrada. La unidad de longi-
tud estd dada por la ¢ stancia entre sitios, tomada igual a uno a lo largo de todo este trabajo. La
simulacién comienza generando los tiempos de espera para el primer paso de cada particula, segin la

WTD exponencial 1(t) = Aexp(—At). Luego se escoge el minimo de estos N(0) tiempos, digamos ¢, y
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se mueve la particula a la que corresponde este tiempo a alguno de sus cuatro vecinos, elegidos al azar
con igual probabilidad. Si el sitio elegido tenfa una particula, la particula que llega se saca del sistema,
quedando N (t) = N(0) — 1 particulas restantes. El proceso se repite buscando el minimo de estos N (t)
tiempos. Si no habfa ninguna particula en la nueva posicién, se genera un nuevo tiempo de espera
para la particula que salta, con la misma distribucién 4(t), y el proceso se repite buscando el minimo
de los N(0) tiempos. Observe que la simulacién sigue la superposicion de N(t) procesos de renovacién.

En la Fig. 10.3 mostramos simulaciones comparadas con la teorfa. A la izquierda, promedio sobre 114
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Figura 10.3: Izquierda:Decaimiento del nimero relativo de particulas, A'(t) = N(t)/N(0) para coagulacién,
con una distribucién inicial de una particula por sitio. Las lineas llenas corresponden a nuestro resultado
analitico. Para t < 104(t) obtenido como anti-transformada de Laplace de (10.32), mientras para t > 10%(t) de
las ecuaciones (10.27,10.38). Las lineas de trazos son los resultados de simulaciones en una red cuadrada de
300 x 300 sitios. Cuadro interno: evolucién de la diferencia relativa entre teoria y simulaciones. Las lineas llenas
corresponden a usar la expresién (10.32) y la linea de trazos a usar (10.33). La linea recta de puntos (a los fines
de referencia) tiene pendiente —0.059. Derecha: Para la misma reaccién con Co = 0.05 en una red de 1120 x 1120
sitios, N'(t) a escala lineal.

realizaciones para una concentracién inicial Cg = 1). A la derecha, con una distribucién inicial aleatoria
con una probabilidad de ocupacién de cada sitio Cy = 0.05. El cuadro interior muestra en un grafico »
log;o — logg, la diferencia relativa entre simulaciones, CMC(t), y teorfa, ecuacién (10.32), calculada
como |C(t) — CMC(t)|/CMC(t). Vemos que la aproximacién al decaimiento predicho a tiempos largos
es muy lenta.

En la Fig. 10.4 mostramos, como curvas superpuestas, la evolucién de C(t) para tres concentra-
ciones iniciales. Por iltimo, para verificar estos resultados también para aniquilacién, en la Fig. 10.5

presentamos comparacién con la teorfa para dos valores de Cp.
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Figura 10.4: A los fines de comparacién, las mismas curvas de la Fig. 10.3 en un mismo grafico para la
concentracién de particulas, C(t). La curva superior muestra la funcién C(t) = 1/[1 + CoS(t)], propuesta como
solucién para esta reaccién en ref. [59].

10.2.5 La funcién S(t) en d = 2.

Obsérvese que nuestro tratamiento analitico ofrece expresiones exactas a tiempos cortos y largos. Sin
embargo, la aproximacién al asintético de tiempos largos es tan lenta que resulta dificil verificarla me-
diante comparacién con simulaciones. Esta aproximacién “lenta” al asintético (tipicamente gobernada
por una funcién logaritmo) es una caracteristica del espacio de dos dimensiones. Para ilustrar esto,
en esta subseccién estudiaremos con mayor detalle la funcién S(t) para una red cuadrada, puesto que,
como se demostrd en la seccién anterior, el mimero de particulas estd gobernado a tiempos largos por

esta funcidn.

Para d = 2 Henyey y Seshadri realizaron un estudio detallado del niimero medio de sitios distintos

visitados por un “random walker” [65]; derivando el siguiente comportamiento a tiempos largos:

PN
S(2t) = h(br ){ln(“)%{1+o( N1, (10.38)

con T = 8Dt = 2Xt = 2t/(t), donde (t) = 1/ es el (t) entre pasos consecutivos de una tnica particula ,

(a,b) = (1r,8),( ,12) y ( 12) para redes cuadradas, triangulares y hexagonales respectivamente

(10.39)

oo 1 PV |
h(b‘f)'—‘?::o("m(b»r)) 8p7 T(B)

é‘if'
A=t
es una funcién tal que h(br = co) = 1. Sin embargo, este valor asintético se alcanza muy lentamente.

Por ejemplo, para t = 10%(t) adn representa una correccién del 3%, mientras a t = 1018(t) todavia
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Figura 10.5: Idem. 10.3, para la reaccién de aniquilacién. Co = 0.05 en una red de 1120 x 1120 sitios, N(t) a
escala lineal.

difiere de 1 en un 1% (ver Fig.(10.6)). Por lo tanto, de (10.28) sigue que el acercamiento al asintético

(10.34) involucra también varias décadas de tiempo.

hb 1)

Sogw(th:b)

Figura 10.6: Funcién h(br), ecuacién (10.39).
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10.3 Reacciones en redes hipercibicas (d > 3)

En esta seccién analizaremos el caso d 2> 3 (d entero).
A diferencia de lo que ocurre para d < 2, en dimensiones d > 2 la funcién R(0, u) tiene un limite
finito para u — O
11‘1_% R(0,u) = P3(0,1) (10.40)

Con la integral de red P3(0, z) discutida en la seccién 2.2. Este cambio cualitativo en el comportamiento
de la funcién de Green de la red explica el hecho de que d = 2 sea la dimensién critica de las reacciones

bimoleculares limitadas por difusién.

Para la red sc es

RO = % o (-;-) oy (10.41)
n=0"" n
1 /7 x x 1
= ® dky /o dks .[) dks 1——% [cos(k1) + cos{k2) + cos(k3)] (10-42)
= /:0 dze~*[Iy(z/3))® (10.43)

55‘(% T'(1/24) D(5/24) T'(7/24) T(11/24)

= 1.516386059151978 (10.44)

Esta expresién?, en términos de funciones Gamma, fue obtenida por Glasser y Zucker [89)].

Particularizando la ecuacién (10.18) para la WTD exponencial, la ecuacién (10.5) puede ponerse
en la forma (2.40). Por otra parte, para distribuciones iniciales homogéneas en d > 3, segin (10.22),
basta obtener la funcién R(0,u). Esta funcién es (2.41):

R(0,u) = (A + 1) /0 7 dt e~ (NI (0t/d))? (10.45)

El desarrollo para u ~ 0, fue estudiado primero por Montroll y Weiss [169] y luego reconsiderado con més
detalle por Blumen y Zumofen [106]. En este trabajo hemos verificado la exactitud de este desarrollo
asintético. Encontramos que para tiempos cortos (t < 102/)) la siguiente representacién, basada en la

férmula (2.20) se comporta mejor en el cdlculo numérico de R(0,u):

R(0 u)*‘i ! (1) a<3)( A )% (10.46)
VT Lanign \2), " \A+u '

n=0

donde

n m 2 2
=3 ¥ (n':l ) (2;) (10.47)

m1=0 mg::O

Mientras que para pequefios u el desarrollo para d = 3, usando resultados de Joyce [86]:

R(0,u/2) = P3(0,1) + a1w(w)? + aqw(u) + azw(u)®? + asw(u)? + asw(u)®/? (10.48)

?Agradezco la amabilidad del Prof. Glasser al suministrame copias corregidas de sus trabajos, durante mi visita a la
Univ. de Clarkson, Potsdam, NY. En particular, esta expresién ha sido reproducida en [111] y otros articulos transportando
un error de imprenta del trabajo original {88].
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donde w(u) = 3’3;3—?—31 y las constantes son:

+u
3v3 9 6
) (R(9’1'3)+ sz(0,1'3))
33 1 1242 21vV3
ag = el G4 = 1554 (1753(0 1;3) + m) 7 ag = T (10.49)
10.3.1 El ritmo de reaccién
Particularizando el resultado (10.22) para WTD exponencial, obtenemos
eCo 2)+u ]
k{u) = [uR(O 2) -1 (10.50)
A tiempos pequenos y grandes es
A
k(t — 0) = eCpA ; K(t = o0) = ECOP S0.1) (10.51)

Obsérvese que a diferencia de d = 1 y d = 2, donde x(t = 00) — 0, ahora el rate de reaccién tiende a
un valor constante, no nulo, a tiempos grandes. Es decir, a tiempos grandes en dimensiones d > 3 se

reobtiene la solucién tipo campo medio, verificindose la ecuacién de la cinética quimica (0.1).

Nétese ademds que esta solucién campo medio se establece antes cuanto mayor sea la dimensio-
nalidad de la red. Cuando d — o0, Py(0,1) = 14,y &(t) = s(t = 0) = cte., y la ecuacién de la cinética

guimica se cumple exactamente a todo tiempo.

10.3.1.1 Evolucién del niimero de particulas

De las ecuaciones (10.50,10.13,10.12) obtenemos el decaimiento de la concentracién de particulas a

todo tiempo.

N(t) = [1 ~fC+ L7 {%H'l (10.52)

A tiempos grandes, es
1 R(O 0) ’Pd(O, 1) 1

[o." SR
N = At Co At

(10.53)

10.3.2 Comparacién con simulaciones en redes hipercibicas.

En la figs. 10.7 y 10.8 mostramos resultados de simulaciones en una red sc, para coagulacién y
para aniquilacién, respectivamente. Se tomaron condiciones de borde periédicas y en todos los casos se
tiene inicialmente una particula por sitio.

Las lineas continuas corresponden al resultado analitico obtenido en esta seccién, ecuacién (10.52),
calculado mediante transformada numérica inversa de Laplace. Para d = 3 programamos la funcién
R(0,u/2) mediante ecuacién (10.46) para t < 10%2/X y usando el resultado asintético (10.48) para

tien. pos mayores.
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log,, N(t)/N(0)

log, t/<t>

Figura 10.7: Reaccién de coagulacién para una distribucién inicial de una particula por sitio en un cubo (d=3)
de 55% sitios, 3 realizaciones. La linea continua corresponde a (10.52), con D =1/6 (A=1/{t)=1),a = 1.

A los fines de evidenciar que la teorfa tiende a ser exacta a todo tiempo, en la fig. 10.8 (derecha)
mostramos la misma reaccién en una red simple tetractbica. La teoria ha sido calculada usando (2.20)

y el desarrollo asintético del apéndice B, seccién 16.3.

En los graificos internos comparamos las mismas simulaciones con el resultado asintético (linea
continua) correspondiente a ecuacién (10.53).

Vemos que en general la teorfa se acerca mas a los resultados de simulaciones para sistemas
diluidos (Cp < 1), mientras que en todos los casos es exacta para t — 0. Durante el régitnen transitorio
tiene un error sistematico por exceso. Para t — oo la teorfa es nuevamente exacta. Sin embargo, para
d = 2 el asintético predicho aparece a tiempos tan largos que cae afuera del alcance de las simulaciones,
aproximadamente para At > 105, lo cual probablemente cae fuera de los rangos experimentales de interés
[95].

Por el contrario, para d > 3 el asintético (10.53) se establece rapidamente: a partir de At > 10%
end = 3y a partir de At > 10 en d = 4. Recuérdese que At es el nlimero medio de pasos, (n(t)), que

una dada particula realizé hasta el tiempo t (ver seccién 1.1.2 y ecuacién (1.22)).

10.4 Reactividad dependiente del tiempo: comparacién con el
método de Smoluchowsky.

En esta seccién resefiamos las expresiones que este método da pe+a el ritmo de reaccién (“time-

dependent reactivity, x(t)”), en comparacién con la aproximacién de Smoluchowsky.

Por completitud empecemos considerando el caso unidimensional. Tomando el caso de una dis-
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Figura 10.8: Reaccién de aniquilacién para una distribucién inicial de una particula por sitio. Izquierda: En un
cubo (d=3) de 60° sitios. Las lineas continuas corresponden a los resultados: ecuaciones (10.52). A =1/(t) =1
(D = 1/6). Derecha: Idem Fig. parad = 4.

tribucién inicial de una particula por sitio, de las expresiones obtenidas en la seccién 6.4.1 calcnlamos

el ritmo de reaccién, resultando:

s para coagulacién:

e‘D1 (4Dt)
Y = t[Io(4Dt) + I1(4Dt)]? (10.54)
2D [1 - (2Dt)2 +.. ] para t— 0
o
3 V L [1 ~ (2Dt~ - Z5@Dt)™ 2 + .. ] para t — 00,
s y para aniquilacién:
— 4D I; (4Dt)]
() = =abir,(aDy) [ To(4D%) (10.55)

4D [1 + 2Dt — (2Dt)2 + .. ] para t— 0

R

VEE[1- kDot - BED)2+..]  pars toeo

Es interesante considerar estas expresiones a la luz del hecho conocido de que a tiempos largos, para

d = 1, la reaccién de coagulacién satisface la ecuacién dC(t)/dt = —nD C(t)? [43).
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Figura 10.9: El ritmo de reaccién (teérico) para coagulacidn en redes (hiper)ciibicas de dimensionesd = 1,2,3,4,
desde abajo hacia arriba, respectivamente. Corresponden a las expresiones (10.54,10.35,10.56).

Para d = 2 hemos dedicado la seccién 10.2.3. Para dimensiones mayores, d > 3, resulta:

_€Co 1 22+4u - €Cor = 2dDeCy para t — 0
wy =0 1 { DI 109
uR(0,u/2) 537 = 2dDeCo/Py(0,1) para t — oo

Nétese que para d > 3 a tiempos largos el ritmo de reaccién alcanza un valor constante y por lo tanto
el sistema satisface la ecuacién de la cinética quimica (0.1). La reactividad a tiempos largos es igual
a la inicial dividida por el niimero R(0,0) = P3(0,z = 1) > 1, que es la integral de la red (o funcién
de Green de la red, ver {2.18) ). Este niimero tiende a uno para dimensionalidad creciente, y para un
dado valor de d, para niimero de coordinacién de la red crecientes. De esta manera demostramos que
sélamente en estos limites la ecuacién usual de la cinética quimica rige exactamente durante todo el
transcurso de la reaccién. En la Fig. 10.9 mostramos la evolucién que nuestra teoria ofrece para la

reactividad en redes scen d = 1,2,3,4.

Es muy instructivo comparar estas expresiones con las obtenidas por Torney and McConnel (para
la reaccién de aniquilacién) usando la teorfa de Noyes y Smoluchowsky [93]:
8zD
t
w(?) In(8Dt/R?) — 27
k(t) = 8rDR[1+R(2xDt)""?  parad=3, (10.58)

para d =2 (10.57)

donde R es el radio de reaccién y v* la constante de Euler. Observamos que hay un acuerdo cualitativo
a pesar de que resultan de métodos muy diferentes. Recordemos que el método de Smoluchowsky
considera el flujo de particulas hacia una superficie esférica de radio R. Las particulas difunden

independientemente, e inicialmente estdn distribuidas uniformemente en el espacio continuo que rodea
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a la esfera. Técnicamente el problema consiste en resolver la ecuacién de difusién con condiciones de
borde apropiadas, sobre la superficie esférica de radio R. Por el contrario, nuestra teorfa considera la
interaccién de cada particula con todas las demds en un espacio discreto, lo cual obvia la introduccién
de un radio de reaccién ——a cambio de la introduccién del pardmetro de red a. La informacién completa

sobre la topologfa de la red est4d dada por la integral de red (funéién de Green de la red (2.18)).
Observemos que las expresiones mediante el método de Smoluchowsky, ecuaciones (10.57,10.58)
coincidirfan exactamente con nuestras expresiones exactas para tiempos largos tomando
1/4/8exp(2y*) 2 0.20 para d =2,
R= ’
3 _
RO =0.32 para d = 3.

en unidades de pardmetro de red, a.

10.5 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado un método analitico para estudiar las reacciones de coagulacién y
aniquilacién en dimensiones mayores que uno. La idea bésica del tratamiento consiste en considerar a
las particulas que reaccionaron (y que en la reaccién dejan de existir) como si todavia existieran en el
sistema pero con un cambio de identidad (se transforman en particulas fantasmas, G). En este nuevo
problema se puede efectuar una aproximacién sistematica, consistente en desarrollar la probabilidad,
A(t), de que el primer encuentro de un dado par de particulas sea del tipo A+ A. El primer término del
desarrollo de esta funcién es A(t) = M (t)2. Términos superiores pueden ser incluidos [240], pero a los
fines de explicar los comportamientos relevantes de estas reacciones no son necesarios: en ésta primera
aproximacién, la versién més simple del método de las particulas fantasmas, se obtiene exactamente el
asintético de tiempos cortos y largos y permite explicar todos los efectos fractales a ser discutidos en la
tercera parte de este trabajo.

En este capitulo hemos aplicado este método al caso de distribuciones iniciales no-fractales
(lamadas aqui distribuciones homogéneas). Obtuvimos expresiones cerradas para el nimero de
particulas como funcién del tiempo, en satisfactorio acuerdo con resultados de simulaciones en re-
des simple-cibicas en d = 2, 3, 4.

El caso d = 2 revel6 ser especial, con una ley de decaimiento potencial corregida por un término
logaritmico, mientras que para todo otro valor de d el decaimiento a tiempos largos es del tipo ley de
potencia pura.

Hemos demostrado que d = 2 es la dimensién critica superior para estas reacciones debido a que
la funcién de Green de la red (o integral de red) Py(0, z) diverge cuando d = 2 en el limite z — 1,
mientras que converge a un nimero finito en este limite en dimensiones superiores (ver seccién 2.2).

También hemos demostrado la conocida relacién de escaleo (5.29,10.24), corrigiéndola en la forma

(10.28).

Las expresiones para el niimero relativo de particulas, N'(t) = N(t)/N(0) resultan:
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o En general, para todo tipo de red y en cualquier dimensién d 2 2.:

eCy  €Cy 1

N(t):[l—----+-——~

2 2 o {u[l = ¥(u/2)]P4(0, z = $(u/2) }] B

o Para d = 2 y una red cuadrada es:

N(t) =

-1
142Xt
1- -;-Co + ';-COEL-‘E?;)——} ,
?K (1+2Xt)
donde K(2) es la integral eliptica del primer tipo. A tiempos grandes, es

2 In(16At)
7eCy  2At

N(t) =

s Para d > 3 y redes sc es:

Nt = [1 G+ 5Co L7 {5-%%}]—1 ,

lo cual a tiempos grandes es
1 Py(0,1)

N = eCo At
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Parte 111

Aspectos fractales en las reacciones de
coagulacién y aniquilacién.
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Capitulo 11

El efecto de distribuciones iniciales
fractales.

En la parte anterior hemos estudiados las reacciones cuando la distribucién inicial de particulas enla
red es “homogénea”. En este caso la concentracién inicial es independiente del tamafio del sistema, L,

y las fluctuaciones en torno de su valor medio: Cp = N(0) /L9 son finitas.

En este capitulo estudiaremos el caso en que la distribucién inicial de particulas en un espacio

de dimensién entera d tiene una dimensién fractal 0 < v < d. En particular para d = 1 consideraremos
también la situacién 1 < v < 2, correspondiente al caso en que las fluctuaciones de la concentracién

alrededor de su valor medio, Cy, divergen.

Hasta ahora todos los trabajos y estudios analiticos en problemas de reaccién-difusién consid-
eraron una concentracidn inicial bien definida, es decir no nula o con fluctuaciones finitas en torno
a su valor medio: Cp = N(0)/L%, donde L es el tamafio tipico del sistema y N(t) es el mimero de
particulas al tiempo t.

En efecto, para obtener estos resultados se hace uso de la suposicién (en la mayoria de las veces
implicita) de que la distancia media entre dos particulas, < z(t = 0) >, es finita; en términos de la cual
es Cp =1/ < z(t =0) >4

Sin embargo ;qué ocurre si la distribucién inicial de particulas en un espacio de dimensién entera d
tiene una dimensién fractal 0 < v < d? Esta situacién end = 1 es de interésen la formacién de dominios
del modelo cinético de Ising [34), [35] [71]. Existen también mediciones sobre muestras de fosfato de
potasio bihidrogenado (K H2PO4) que evidencian una estructura fractal de dominios ferroeléctricos
[69]. En dimensiones mayores es de interés en el estudio de “percolation clusters” [44], donde las
particulas pueden depositarse sobre una superficie, formando clusteres en el umbral de percolacién,
y luego difundir y reaccionar. Recientemente, como método para conocer la estructura energética de
una superficie adsobente, se propuso calcular o deducir la distribucién inicial de p-rticulas a partir de

mediciones de la evolucién detallada de la poblacién de particulas durante la reaccién [46, 47, 48].

En este trabajo, haciendo uso de técnicas CTRW, estudiamos esta situacién por primer vez: el

111



caso de distribuciones iniciales fractales, de dimensién (de Hausdorff) v

N(©)~ L" (11.1)

Observe que (11.1) implica
Co~ L7 (11.2)

de manera que Cp serfa nula si la red o el sistema fuese infinito. Sin embargo, en todos los casos practicos
uno trata con sistemas de tamafo finito, para los cuales el problema esta bien formulado considerando

que ahora Cy depende paramétricamente de L, con L < .

La primera seccién de este capitulo estd dedicada al caso unidimensional y la segunda seccién al

caso de dimensiones mayores.

11.1 Distribuciones iniciales estables en d = 1.

Consideremos una distribucién inicial descrita por una funcién de densidad de probabilidad proporcional

a una ley estable a distancias grandes:
p(z,t=0)~cz 177 (11.3)

Entonces el momento m-ésimo es proporcional a

1
(v=-1D(r=-2)...(y=-(m=1)

y diverge si v < m. En particular, para que el valor medio y las fluctuaciones alrededor de este valor

(11.4)

(z™(t=0)) x

medio sean finitas, debemos considerar 2 < 7. En este caso, las expresiones (6.34,6.35) conducen
al decaimiento conocido a tiempos largos. Esto puede verse mediante un desarrollo para v pequeino

(correspondiente a distancias grandes) de p(v,t = 0) es de la forma
p(0,8=0) ~ 1~ (z(t = 0))v + -;- (2t =0)) V2 +... (11.5)
Desarrollando ademés para u pequefios (tiempos largos):
Inn(u/2) = In[l + (u/3)/?) = (u/2)}/? (11.6)
resulta N(u) ~ u™1/2, es decir N (t) ~ t1/2,
11.1.1 Distribuciones iniciales fractales en d = 1.

Cuando todos los momentos de esta distribucién divergen, se tiene una distribucién inicial fractal. Esto

ocurre para valores de v en el rango (0, 1).

A los fines de comparar con resultados de simulaciones consideremos la forma:

p(z,t =0)=0(z —rg) v 1§ 177 (11.7)
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donde 8 es la “funcién escalén de Heaviside” y rg es la distancia minima entre particulas préximas
vecinas (considerada igual a uno en los experimentos de simulaciones). Ademas es

2

o 2 o
z(0)) = v {z%(0) = ——r— 11.8
@)=y 0 EO) = ey (118)
La representacién de Laplace resulta
p(v,t = 0) = e~ — (rgv)” T(1 = 7;7ov) (11.9)

Un desarrollo cuidadoso, haciendo uso de teoremas tauberianos, para u y v, pequefios, permite obtener
exactamente los términos més importantes y sus coeficientes.
Para 1 < v < 2 (fuctuaciones infinitas en torno a la concentracién media inicial Cp = 1 /{z(0)))

obtenemos:

M) = ] [ y 712 r@-yr1? 5 T2-7)

|G-Dvr G =Dr-7/2) BT(1-/2)r0 "“”2""’”0(1)} (11.10)

con
T =a® At/r} = 2Dt (11.11)

mientras que para 0 < v < 1 (distribucién fractal) resulta:

N(t)g}-

€

Ti=~/2)  (-7vr  8I1-/2

Observe que haciendo uso de las propiedades de la funcién I'(z), ambas expresiones tienen la misma

_ —/2 -1/2 -
[r(x vy 77 YT 5 ATl-7 ,-1/2—7/2+0(1)} (11.12)

forma, pero los términos més importantes (~ =12y t=7/2) resultan intercambiados. Estas se pueden

resumir en:

N(t) = % {c11"1/2+c2 PN S L TL S 0(1)] (11.13)
donde

SO TS Lot VR s £ ]

(y-Dym ' (1= -+/2) 8T(1-17/2)

mostrando una transicién continua alrededor de v = 1.

(11.14)

11.1.2 Comparacién con simulaciones en d = 1.

Cuando se trata de simular estas reacciones con una distribucién inicial fractal se presenta una nueva
situacién en la técnica de Monte Carlo: normalmente se fija el tamaiio del sistema y se distribuyen las
particulas con la distribucién asignada, que deja para la concentracién inicial un valor medio finito,
como asf también para las fluctuaciones alrededor de ese valor medio. Este valor, Cy, no depende del

tamaiio del sistema elegido.

Para distribuciones fractales, por el contrario, esta concentracién inicial dependerd de L, segin

(11.2), en la forma:
Co = N(0)/L ~ LY (11.15)

fijando el tamafio L del sistema, distintas realizaciones dejardn un mimero muy distinto de particulas.

Si la dimensién fractal es 0 < 7 < 1, promediado sobre sucesivas realizaciones se encontrard un nimero
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inicial promedio de particulas (N(0)) que tiende a cero a medida que se efectiien més realizaciones.
Surge entonces la pregunta acerca del sentido de promediar sobre realizaciones. Encontramos que la
manera apropiada de estudiar estos sistemas es dejando libre el tamafio de los mismos y promediar
sobre realizaciones que dejan el mismo nimero N(0) (prefijado) de particulas. Por supuesto, cuanto

mas realizaciones se efectiien, més probable es encontrar alguna que imponga un tamafnio L fuera de los

Hmites numéricos.

11.1.2.1 Resultados de simulaciones para coagulacién.

Las simulaciones numéricas mediante Monte Carlo fueron realizadas siguiendo exactamente la dindmica
de las particulas supuesta en el esquema CTRW. Debido al uso de distribuciones iniciales con primeros
momentos divergentes, no fijamos inicialmente el tamafio del sistema, sino que, a los fines de promediar
sobre realizaciones que dejan un ndmero similar de particulas a t = 0, distribuimos una cantidad fija
N(0) de particulas a lo largo de una red unidimensional con espaciamiento a = 1, con condiciones
de borde periédicas. La distancia entre particulas préximas vecinas se va generando de acuerdo a la

funcién de densidad de probabilidad p(z,t = 0).

0.0
o~y
o -0.5F
M
=
-~
o~
¥ a0t
=
D
gﬂ
~ -1.5F
-2.0

log (At)
10

Figura 11.1: Evolucién de la poblacién relativa de particulas para la reaccién A + A — A sobre una red
d = 1,a = 1,A = 1 con una distribucién inicial fractal generada con (11.7), v = 0.8. Las lineas de trazos es el
resultado de simulaciones (con N(0) = 10000, 4 realizaciones), mientras que las lineas continuas corresponden a
la teorfa, usando sélo el primer término {(dominante) en la expresién asintética (11.12), curva a, y usando los dos

primeros términos, curva b,

En la Fig. 11.1 mostramos resultados de simulaciones (linea de trazos) para la rea.cién de coag-

ulacién en d = 1, con 7y = 0.8. El asintético “puro”, cot™7/2 es la curva a, mientras que el asintético
P
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Figura 11.2: Idem fig. 11.1: reaccién de coagulacién con ¥ = 1.2. La linea de trazos es el resultado de
simulaciones (con N(0) = 50000, 3 realizaciones), mientras que las lineas continuas corresponden a la teoria,
ecuacién(11.10), usando sélo el primer término (dominante) en la expresién asintética , curva g, y usando los dos
primeros términos, curva b, y los tres primeros términos, curva c.

“completo”, considerando los dos primeros términos en el desarrollo a tiempos largos: 17 24y 77/2
es la curva b. En el grifico interior mostramos la misma comparacién a otra escala, para evidenciar la

convergencia al asintético puro recién al cabo de 8 décadas de tiempo.

Nétese que todas las curvas de trazo lleno mostradas corresponden a nuestros resultados tedricos,
y no tienen parimetros libres, es decir no corresponden a ningin ajuste de pardmetros. La coincidencia
con resultados de simulaciones (siempre en lineas de trazos) son entonces una prueba de no sélo la
dependencia funcional con el tiempo encontrada en cada caso, sino también de los prefactores, {es decir,

de los coeficientes c; en esta seccién).

Vemos que para coagulacién los primeros términos pueden considerarse la expresién exacta para
N (t). La diferencia entre las curvas b y la de trazos para un tiempo del orden en que cada particula a
dado un tnico paso: (n(t)) = 1 => t = (t) = 1/A, es debido al hecho de que las simulaciones se
han realizado en un espacio discreto, generando las posiciones de las particulas con la distribucién
continua (11.7), y asignando el sitio de la red més préximo al valor continuo generado. La teorfa, por
su parte, mezcla la expresién de F; derivada para un espacio discreto, ecuacién (6.20), con el uso de la
distribucién continua (6.25), (ver también ecuacién (6.23)). Nétese que el asintético puro (predicho ya
en el apéndice de ref. [80], en un contexto muy diferente), se establece recién a tiempos mucho mayores
que los alcanzados por las simulaciones. El régime  transitorio, correctamente descrito por sélo los dos

primeros términos principales (asintético completo), se extiende a lo largo de 8 décadas, debido a lo
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cval probablemente es mis importante que el asintético puro (ver el cuadro interior de la fig. (11.1)).

En la Fig.11.2 mostramos resultados de simulaciones (linea de trazos) para la reaccién de coag-
ulacién en d = 1, con v = 1.2. El asintético “puro”, c2t~7/2 es la curva a, mientras que el asintético
“completo”, considerando los dos primeros términos en el desarrollo a tiempos largos: ar V2qey 7-7/2
es la curva b. En el grafico interior mostramos la misma comparacién a otra escala, para evidenciar la
convergencia al asintético puro recién al cabo de 8 décadas de tiempo.

Vemos que para este valor de 7y los tres primeros términos pueden considerarse la expresién exacta
para N(t). Nétese que al igual que para v < 1 el asintético puro predicho ya en ref. [80] se establece

recién a tiempos mucho mayores que los alcanzados por las simulaciones.

11.1.2.2 Resultados de simulaciones para aniquilacién.

log N(t)/N(0)

p© I

1 i i
-1 0 1 2 3 4 5 6
log (At)
10

Figura 11.3: Idem Fig. 11.1 para la reaccién de aniquilacién y v = 0.8; con N(0) = 80000, 4 realizaciones. Las
lineas continuas corresponden a la teorfa, usando sélo el primer término (dominante) en la expresién asintética
(11.12), curva a, y usando los dos primeros términos, curva b y los tres primeros términos, curva ¢. En el cuadro
interior, la curva “theory” es la expresién exacta, obtenida mediante transformada (numérica) inversa de Laplace

de (6.35).

Para la reaccién de aniquilacién y los mismos valores de pardmetros presentamos los resultados
en la fig. 11.3. En esta fig., ademés de las curvas a) y b) correspondientes, se muestra la curva c),
grifica de los tres primeros términos en el desarrollo (11.12). La curva continua del cuadro interior es
la expresién tedrica exacta, obtenida como transformada (numérica) inversa de la expresién (6.35). En
la Fig. 11.4 mostramos resultados de simulaciones (linea de trazos) para la reaccién de ¢ agulacién en
d = 1, con v = 1.2. El asintético puro, c9t™"/2 es la curva a, mientras que el asintético ”complete”,

considerando los dos primeros términos en el desarrollo a tiempos largos: car V24 ¢y 7-7/2 es la curva
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Figura 11.4: Idem Fig.11.3 con vy = 1.2. N(0) = 50000, 3 realizaciones.

b. En el grafico interior mostramos la misma comparacién a otra escala, para evidenciar la convergencia
al asintético puro recién al cabo de 8 décadas de tiempo.

Vemos que para este valor de v los tres primeros términos pueden considerarse la expresién exacta
para N(t). Nétese que al igual que para y < 1 el asintético puro predicho ya en ref. [80] se establece

recién a tiempos mucho mayores que los alcanzados por las simulaciones.

11.1.3 Decaimiento anémalo, no originado por distribuciones fractales.

Es importante advertir que el surgimiento de estas nuevas leyes de evolucién no son una consecuencia
exclusiva de distribuciones iniciales fractales, sino de la inexistencia de un primer momento finito.
Existen otras funciones de densidad de probabilidad, no fractales, que también tienen la propiedad de

no tener momentos enteros finitos. Un ejemplo es el caso ya mostrado con v = 1:

s Para exactamente ¥ = 1 un desarrollo similar a los anteriores lleva a la expresién

Tl 1+ i

NG In(7) + NG

que muestra la aparicién de una correccién logaritmica. Aquf v* = 0.5772156649. .. es la constante

N(t) = % (11.16)

de Euler o Mascheroni. En la fig. 11.6 comparamos estos dos primeros términos del desarrollo

asintético con resultados de simulaciones.
o Otro ejemplo més interesante es la distribucién recientemente analizada por Havlin y Weiss [70):
p(z,t=0) ~cz Yn(z/ze)] "1™ B>0 (11.17)
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Figura 11.5: Evolucién de la poblacién relativa de particulas para la reaccién A + A — A sobre una red
d=1,a =1, =1 con una distribucién inicial fractal generada con (11.16) con v = 1.0. Las linea de trazos es
el resultado de simulaciones {con N(0) = 50000, 3 realizaciones). Las lineas continuas corresponden a la teoria,
usando sélo el primer término en la expresién asintética (11.16), curva a, y usando los dos primeros términos,
curva b.

Las anteriores p(z,t = 0) con colas largas tenfan su primer momento infinito para 0 < v < 1,
pero sus mornentos logaritmicos eran finitos. Sin embargo, esta nueva densidad de probabilidad
no tiene momentos enteros ni logaritmicos finitos para todo 0 < .
En este caso, segin teoremas taubgrianos esp(v)=1-¢ [% 13(;3—1;)]””', y usando v = Iny(u/2) =
(u/A)1/2 resulta

28
Hacemos notar que esta ley de decaimiento para las tan estudiadas reacciones de coagulacién y

aniquilacién en una dimensién es completamente inédita.

11.2 Distribuciones iniciales fractales en d > 2.

11.2.1 Argumentos (de escala) preliminares

En general, la dependencia con el tamafio del sistema, ecuacién (11.1), implica una estructura jerdrquica
en la distribucién de particulas. Esta estructura aparecerd como ciimulos (“clusters”) a toda escala de
tamafio, sobre la red. Una distribucién de este tipo determinard que la evolucién del sisten 1 proceda

por ctapas, caracterizadas por diferentes escalas de tiempo.
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Figura 11.6: Idem Fig. 11.3: reaccién de aniquilacién con vy = 1.0. N(0) = 50000, 3 realizaciones. Las lineas
continuas corresponden a la teorfa, usando sélo el primer término en la expresién asintdtica (11.16), curva a, y
usando los dos primeros términos, curva b.

En una primera etapa, las particulas se extenderdn en un volumen del orden del tamafio del
ctimulo méas pequefio en la jerarqufa. Debido a las reacciones, cada uno de estos cimulos se reducird
aproximadamente a una o cero particulas sobrevivientes. Las particulas que sobrevivan vistas a
una escala de distancia mayor, aparecerian formando a su vez cimulos, el menor de los cuales serd
aproximadamente un orden de magnitud mds grande que los climulos més pequefios de la jerarquica

inicial. Y el proceso se repite al paso del tiempo.

Relacionando el tamaifio de los ciimulos con el volumen explorado tipicamente por una particula,
se puede usar argumentos de escaleo para una prediccién aproximada de la evolucién del nimero de
particulas. Usando como medida del volumen explorado el nimero medio de sitios distintos visitados

por una particula al tiempo t, S(t), se puede ver que [77]

N(t) x S(t)~/¢, (11.19)
y por lo tanto
t—1/2 para d=1, 0 <v<l1
N(@t)~{ (t/Int)""/? parad=2,0<y<2 (11.20)
t=1/3 para d=3, 0<y<3

Es de esperarse que este resultado se manifieste luego de un transitorio (posiblemente muy largo)
durante el cual varios niveles de la jerarquia inicial han sido “borrados” por la reaccidn, y el efecto
de que hay un limite de tamafo inferior (los ctimulos més pequefios son las particulas individuales)

desparece.
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Figura 11.7: Posicién inicial de las particulas sobre una red cuadrada, formando un fractal deterministico
de dimensién v = In(3)/in(2) = 1.38. En la ampliacién maxima (grafico de la derecha) se alcanzan a ver las
particulas individuales. :

Nétese que en el limite v — d el decaimiento de la poblacién se reduce a las leyes derivadas para
distribuciones homogéneas: N (t) oc S(t)7!, ecuacién (0.4).

La ecuacién (11.19) indica que para una distribucién fractal la evolucién de la reaccién es mas
lenta que para el caso homogéneo. Esto es razonable, pues una vez que los ciimulos de un dado nivel
{0 tamafio) han sido aniquilados, las particulas tienen que viajar una distancia un orden de magnitud

mayor para encontrarse, lo cual retarda el proceso.

La derivacién de (11.19) presupone que la distribucién es jerdrquicamente estructurada durante
todo el transcurso de la reaccién, de tal manera que su dimensién fractal v permanece constante, lo

cual es posible si el sistema es infinitamente grande.

La Fig. 11.8 muestra resultados de simulaciones para coagulacién cuando las particulas ini-
cialmente forman un fractal deterministico en la red cuadrada. La curva 7 =1 corresponde a una
distribucién inicial de particulas a lo largo de las diagonales de la red cuadrada de 60002 sitios. La
curva v = In(3)/In(2) = 1.58 (que corresponderia a un Sierpinsky Gasket en d = 2, (3.5)) es una real-
izacién en una red de L? = 5002 sitios, mientras que la curva v = 1, mostrada a los fines de comparacin,
corresponde a una distribucién homogénea (140 realizaciones, L? = 300%). En todos los casos las lineas
de trazos y puntos son el resultado de estos argumentos de escaleo, ecuaciones (11.20). Nétese que para
~ = 1.58 los efectos de tamaiio finito producen el surgimiento de la ley para distribuciones homogéneas

(10.34).

En la Fig. 11.2 mostramos la imagen fractal que formaban inicialmente las particulas en las
simulaciones con v = 1.58. El algoritmo usado para la construccién de fractales de este tipo es na

modificacién de los métodos expuestos en ref. [78].
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Figura 11.8: Resultados de simulaciones (lineas de trazo) para la evolucién de la poblacién de particulas durante
la reaccién de coagulacién, para las distribucién iniciales: a lo largo de una recta (curva superior: v = 1), la
mostrada en la fig. 11.2 (curva central: v = 1.58) y para una particula por sitio (curva inferior: v = 2).

11.2.2 Fractales deterministicos.

A los fines de comprender mejor el efecto de las distribuciones iniciales fractales es necesario investigar
en qué medida es correcta la hipdtesis principal en el razonamiento que conduzco a (11.19): que la

distribucién sigue siendo fractal durante el transcurso de la reaccién.

En vez de proceder directamente a investigar la evolucién de la distribucién de particulas, en

esta seccién calcularemos la evolucién de la poblacién aplicando el método de las particulas fantasmas

desarrollado en el capitulo anterior.

11.2.2.1 Distribuciones en un subespacio de dimensién entera, v <d

A los fines de construir una muestra (“pattern”) con una dimensién fractal bien definida, consideraremos
primero el caso de particulas distribuidas a lo largo de una linea recta en un plano (y =1end = 2)y

de un plano en un cubo (y =2 en d = 3).

e Procediendo como en la seccién 10.2.2 para la red cuadrada, ubicamos las particulas a lo largo
de la linea r{ = 0. Usando la relacién
o0
] dz e Io(z2) Y I(zz) = [1 = 227 — 2/xK (2)
0 r#0
con z = ¢¥(u/2)/2 = A[(2X + u), obtenemos exactamente

[ V2A +u 1}. (11.21)

€ €
w(u) =3 2 Foryw) = 2 | WPKGR)

r#0
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En esta expresién las hipétesis del teorema tauberiano se satisfacen a tiempos largos, permitiendo

deducir el comportamiento:

e [ v + 2At)
Zt) = = {W - 1} para t — oo. (11.22)
2 K( %\t‘)

La poblacién relativa de particulas , N'(t) = N(t)/N(0), se obtiene de (10.12):
2

NO = oA on K (2 (11.23)
o () (11.24)
e/ aT

con T = 1+8Dt, y (a,b) = (x,8). Nétese que resulta distinto que el resultado de escaleo discutido
arriba: el término logaritmico no est4 afectado por la dimensién fractal. Asi se comprende que esta
funcién logaritmica es una propiedad de la dimensién del espacio d = 2 y no de la distribucién de
particulas en ese espacio. En la seccién 11.2.3 demostraremos que la misma conclusién se obtiene

en general para 0 <y < 2:

21/2y In(br)
3 yac——T 11.
NO = Fr73) a2’ (11.25)
mientras que la reactividad se vuelve més lenta (compare con (10.37)):
4D para t — 0. (11.26)

,og(t) = 6?(’7/2) (4Dt)1-‘7/2 111{64Dt)

En la Fig. 11.9 mostramos resultados de simulaciones con v = 1, en comparacién con nuestros
resultados con el método de las particulas fantasmas: ecuacién (10.12). Esta ecuacién estd evalu-
ada mediante transformada numérica inversa de Laplace: E(t) = £~ }{x(u)/u}, usando (11.21). La
linea llena mas alta, a los fines de comparacién, muestra la forma de escaleo N ~ [In(bt)/ (at))}/?,

la cual claramente no es correcta.

d = 3: particulas a lo largo de una recta (y = 1)

" € € . 6 if A+ w‘%) ( 22 )} .
=ty = 54 & 1 11.27
W=-3%3% {wR(c,yM(zA 73 Flora (11.21)

resultando a tiempos largos

1 4#3(0 0)

N(t) = - : 7 (11.28)
1- 5+ mRon K (3%‘;\:) " 3hn[PA]
d = 3: particulas inicialmente en un plano (y = 2)
u+ 2A
=(t) = ~ L 11.29
=) =-5+35 {R(O,u)ﬁ \/u+4)«/3} , 1
A A

de lo cual sigue que a tiempos largos

o~ 1 _ R(0,0 \/’f _1/2
N(t) = p— I - 3 (At)~H= (11.30)

Este asintético, comparado con la transformada inversa numérica de la expresién completa (11.29),

se establece para At > 103
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Figura 11.9: Izquierda:Decaimiento del niimero relativo de particulas para A + A — A para particulas ini-
cialmente a lo largo de una linea en la red cuadrada. Simulaciones: linea de trazos. N(0) = 5000 y L = 5000
con condiciones de borde periédicas. A los fines de comparacién, la curva v = 2 corresponde a una distribucion
homogénea, y es la misma curva de la Fig. 10.3. La linea llena es nuestra teoria, ecuacién (11.23). Derecha: Idem.
agregando el resultado de argumentos de escaleo: N ~ 5(t ( )~1/% (linea llena superior), el cual evidentemente es
incorrecto en este caso bidimensional.

En la Fig. 11.10 graficamos resultados correspondientes a particulas inicialmente llenando sube-
spacios de dimensién entera, ¥ = 1,2, en una red cibica (d = 3). Las lineas de trazo corresponden a
simulaciones: Arriba (line) con N(0) = 8000 con particulas inicialmente sobre cada sitio de una recta
en el espacio. Curva de trazos del medio (plane): N(0) = 90000 particulas inicialmente en cada sitio de
un plano en el espacio. Lineas de trazos inferiores (bulk): N(0) = 553, inicialmente una particula por

sitio en un cubo de lado 55. En todos los casos se consideraron condiciones de borde periddicas.

11.2.8 Fractales aleatorios.

En esta seccién estudiaremos el caso (més realista) de una distribucién fractal aleatoria para la posicién

inicial de las particulas.

11.2.3.1 Distribuciones generadas como un Weierstrass-Random-Walk

A los fines de generar una muestra (“pattern”) fractal aleatoria sobre la red usaremos el Weierstrass
random-walk (ver seccién 3.2.2): A cada paso el “random walker” se desplaza una distancia r =
(r1,72,...,74) con distribucién (3.19) y ubicamos una particula en cada sitio visit: lo. La caminata
consta de infinitos pasos. Entonces, la estructura que forman las particulas asi depositadas serd una

muestra fractal, aleatoria, de dimensién 4 embebida en el espacio d dimensional.
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Figura 11.10: Comparacién de los resultados analiticos (lineas llenas) con simulaciones para 4 + 4 = A
correspondiente a particulas inicialmente distribuidas en un subespacio de dimensién entera: v = 1 (line)

(11.27), v = 2 (plane) (11.29) y v = 3 (bulk) (10.52), de una red d = 3 sc.

De acuerdo a esto, tomamos p(r) = 352, P,(r), donde P,(r) es la probabilid del RW de alcanzar

el sitio r en el n-ésimo paso, habiendo partido de r = 0. De acuerdo a (11.31), en su representacién de

Fourier es
P, (k) = [p(k)]"

de tal manera que

__1r " ks omirk [_2K)
p(r) = (21!)“ _del vae _'dkd € {1 — p{k)} .

Para obtener N (t) mediante (10.8,10.9, 10.16), tenemos que calcular
(R(r,u)) = ) p(r) R(r,u)
r#0

lo cual, de las ecuaciones (11.32,2.40) resulta

' A [0 [ * P
R(r, =-—-—-—/ dt e~ [T gx / dk [-«-——-}
(R =Gy Jy @ L LT 0
ek emireke I (At/d). . I, (At/d).
(r1 i (010)

Usando el resultado 3% ___ €*"I.(z) = exp(z cos k), obtenemos

rz=—00

Adu [®
= Il —(u+A)t
(R(r,u)) @) ‘/(; dt e

_’; dk, ... L ’; dkq [1 f(‘;()k)] exp{%} [cos(k1) + ... + cos(ka)]}

~  R(0,u).
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Para que la distribucién espacial inicial se manifieste, las particulas tienen que haber realizado una
exploracién suficientemente amplia del espacio {ver discusién de seccién 11.2.1). Entonces tenemos que

considerar distancias grandes, es decir, sera suficiente tomar cos(k) ~ 1 — k2/2 y usar el desarrollo de

k), (3.22):

A = % = A K2
(R(r,u)) zaz—g—)}g /0 dt e~ /_mdkl...'[wdkd k= exp{———&- -2-} —R(0,u).  (11.35)

Pasando a coordenadas polares,

e +} o0
(R(r,u)) = aitl / dt e”“‘/dﬂdj; dk k41 k7 exp{-ff k2} ~ R(0,u)
0

e 2d
oflg . d-7 oy (AT
32n) I( 3 ) (A + u)/0 dte (é-a-) ~ R(0,u) (11.36)

con g = 2n%2/T(d/2) el dngulo sdlido en d dimensiones. A los fines de calcular

__ {(R(r,u/2 ~0))
" R(0,u/2 —0)

(Fa(r,u~0)) (11.37)

debemos distinguir dos casos diferentes:

En una red cuadrada:

El caso d = 2 tiene que ser analizado por separado debido a la divergencia logarftmica de R(0,u)
(ver (2.17)): \
) 2 1
R(0,u) = - K (m) ~ In{8\/u) ; parau—0 (11.38)

Retornamos a la ecuacién (11.36) (con Qg = 27) y realizamos la transformada de Laplace:
(R(r,w)) = = D(y/D0( = 7/2) A+ w)(M/9™H72 77/ = R(O,u)

La funcién K (z) satisface las hipétesis del teorema tauberiano [73], de lo cual sigue que:

o € JaTA=19/2) (2xt)7/?
=) = 5{ 772 4 KPAJ(1+200) } (11.39)

Esto conduce a

(11.40)

2 22y K (T%&E) 2 237/2-1 4 In(16At)
€

Nt = e a(1-7/2) (2x)1/2 aT(1-79/2) (2xt)7/2

Observe que este resultado es diferente del obtenido mediante argumentos de escaleo, ecuacién (11.19)
para d = 2, mostrando que el término logarftmico no es afectado por la dimensién fractal. Concluimos
que esta correccién logarftmica es caracterfstica de la red bidimensional, y no tiene relacién con la
particular distribucién de particulas sobre ella.

En la Fig. 11.11 mostramos un tipico resultado de simulaciones en dos dimensiones con 0,y <2
El caso mostrado corresponde a v = 4/3, como serfa para un “percolation cluster” e el umbral de
percolacién. Las tres lineas llenas muestran la misma dependencia con el tiempo: ecuacién (11.40),

pero con diferentes prefactores.
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Cada linea de trazo corresponde a una sola realizacién sobre la red cuadrada de L? = 6002 sitios.
La curva superior es una realizacién en la cual las particulas reaccionan inmediatamente si se las coloca
en un sitio ya ocupado durante el proceso de armado de la estructura fractal inicial (es decir, durante
el Weierstrass-RW). Por lo tanto, a t = 0 hay a lo sumo una particula por sitio. Las curvas inferiores
muestran, cada una, una realizacién del caso en que se admite inicialmente mas de una particula por
gitioat = 0.

Estas curvas son tipicas de este tipo de simulaciones. Ellas muestran el decaimiento predicho
t=7/21n(16At), pero el mismo aparece en distintos intervalos de tiempo, como en “ventanas” temporales,

disjuntas posiblemente por el efecto de “colapso” de cimulos durante el proceso de reaccién.

0 iy
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=) -1 b
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J
N -1k
o
b
= -2
= Y=43
R
3 25t
4 A+A->A
-3r d=2
-3.5 L !
-1 0 1 2 3 4 5 6

log (At)
10

Figura 11.11: Simulaciones en una red cuadrada 6007 sitios. La distribucién inicial corresponde a particulas for-
mando una muestra fractal aleatoria de dimensién v = 4/3. La curva de trazo superior corresponde a una re-
alizacién en la cual las particulas reaccionan inmediatamente si caen en el mismo sitio, durante el proceso de
formacién de la muestra como un “Weierstrass-random-walk” (es decir, a t = 0 hay a lo sumo una particula por
sitio). La curva de trazo inferior corresponde a una realizacién admitiendo mas de una particula por sitio durante
el proceso de formacién de la muestra inicial. Las rectas en lineas llenas muestran el mismo decaimiento predicho,
~ t~7/21n(16At) (11.40), pero con distintos prefactores a los fines de destacar la pendiente, que se manifiesta por
intervalos discontinuos durante la reaccion.

En redes hiperciibicas:

De teoremas tauberianos obtenemos:

d— 1—
=y o € aflyd r(=1) (2At) T
=) = 5 | 27 R(0.0) (1 i ) — 1 para t— 00, (11.41)

conduciendo a

sy 2 2T RO,0) (1-7) (?_{\E)””%l

ot E=Y (11.42)

Comparacién con simulaciones:
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Las simulaciones fueron realizadas para d = 2,3 en redes cuadradas. Para asegurar que la dis-
tribucién corresponda a una muestra ( “pattern”) fractal de dimension v, se simulo el RW de Weierstrass
hasta alcanzar un valor preespecificado de pasos consecutivos (tfpicamente 10) que caen fuera de un
hipercubo de arista L., = 2L, donde L es la arista del hipercubo (centrado en el anterior) dentro del
cual han de seguirse la evolucion de las particulas, tomando condiciones de borde periodicas. Hemos
procedido de esta manera, debido a que siempre existe una probabilidad no-nula de que el RW vuelva a
ingresar al volumen L9, luego de alejarse del mismo, mientras que los sitios visitados forman un fractal
cuando se tiene infinitos sitios (infinitos pasos del RW). En otras palabras, la estructura fractal dentro
de un recinto de lado L se puede asegurar cuando la probabilidad de que nuevos sitios sean visitados
dentro de ese recinto sea despreciable.

Las particulas que inicialmente estdn en el mismo sitio, reaccionan instantdneamente. El ndmero

de particulas restantes, N(0), es respecto al cual referimos la concentracién relativa N(t) = N(t)/N(0).

0.0 0.0 gz 1,_,_._.~1 B i ¥
' S -1+ (d-Y) /2
t
0.8 J-02}
=) 0.4 ¢
€ -1.0 i
ot
4 0.6
E
g’ -1.5 .
= 0.8k A+A->A
-2.0 1 1ok d=3 £/
. :2 \
-2.5 -1.2 ! I i ! I i
0 1 2 3 4 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
} log (At)
ngoM 10

Figura 11.12: Reaccién de coagulacién en d = 3, con v < d, con particulas inicialmente distribuidas en los
sitios visitados por un RW de Weierstrass. Izquierda: ¥ = 2.5; la recta de referencia muestra el decaimiento t~7/9,
segtin (11.42). Derecha: v = 2.0; la recta llena corresponde al decaimiento t=1-(d=7/2 mientras la recta de puntos
es t~7/4,

En la Fig. 11.12 mostramos los resultados parad =3y y =25 (L=61)yry=2 (L = 101)
(izquierda - derecha, respectivamente). En este caso se admitié a lo suma una particula por sitio
inicialmente. A medida que v se aproxima al valor de la dimensién del espacio, d, es dificil distinguir
entre el decaimiento predicho por los argumentos de escaleo: ~ t=7/4 del obtenido mediante el método
de las particulas fantasmas: ~ t=1+(d=-7)/2 Ejemplo de ésto es el gréfico para v = 2.5, donde anbos
parecen coincidir. Sin embargo, basta tomar v = 2.0 (grafico de la derecha) para apreciar que esta

iltima expresién es la correcta.
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Estas simulaciones presentan caracteristicas esencialmente diferentes a las correspondientes a una
distribucién determinfstica. En primer lugar, no se puede fijar en numero inicial de particulas, Ny, el
cual es una variable aleatoria. Promediar sobre realizaciones, significa entonces promediar sobre curvas
con la misma estadistica (si el volumen es suficientemente grande), pero que con un gran corrimiento
relativo. Esto se entiende teniendo en cuenta que la concentracién inicial de particulas, Cy = No/L¢
determina la posicién de la curva (véase como ejemplo, la Fig. 10.5, parad =2con Cy =1y Cp = 0.2).
Si esta Cy toma valores muy diferentes (lo cual ocurre aqui, pues las fluctuaciones en Cp son infinitas,
mientras que su valor medio tiende a cero, a medida de que se promedia sobre mis realizaciones) las
curvas estardn muy corridas. En este caso, el promedio de las realizaciones tiende a borrar la pendiente
caracteristica de las curvas. Lo mejor que se puede hacer, es promediar sobre curvas con Cy similares
(de hecho, tal es el caso de una distribucién con < Cp > finita, tal como de Poisson), o bien, estudiar

realizaciones aisladas.

11.2.3.2 Distribuciones fractales aleatorias generales

La obtencién en la seccién anterior del decaimiento ~ t~11(4=7)/2 estuvo basado en el Weierstrass-RW.
Sin embargo, observe que para v > 2 en la ecuacién (3.22) se reobtiene un desarrollo de Taylor, es
decir para (r2) finito resulta una distribucién aproximadamente gaussiana para la posicién del “random
walker” al cabo de n pasos, P,(r). Esto significa que de esta manera no podemos generar distribuciones
fractales de dimensién mayor a dos; sin embargo, mientras no se siga la caminata hasta valores muy
grandes de n, el conjunto de sitios visitados atin aparecerd como un fractal en el rango 2 < v < d. Esta
observacién motiva esta seccién, en la que se estudia nuevamente el efecto de las distribuciones iniciales
fractales sin ninguna hipétesis acerca del tipo de estructura fractal (en la seccién anterior se trataba de
un fractal generado como un Weierstrass-RW).

A los fines de mostrar que el decaiméento predicho vale en todo el rango 2 < ¥ < d, en esta seccién
estudiaremos nuevamente el efecto de la distribucién inicial fractal, sin ninguna hipétesis respecto a los

detalles de este fractal.

Una estructura inicial fractal significa que el niimero de particulas dentro de una esfera de radio

r o= ‘/r% + ..+ r:‘;, centrada en una particula tipica, crece como

N@O)=aq L7, ro < L (11.43)

donde el coeficiente ay depende de la particular muestra fractal que formen las particulas sobre la
red. Puesto que este fractal es isotrépico, és conveniente cambiar a coordenadas polares. Entonces p(r)

puede considerarse como la densidad de particulas a una distancia r:
L
N(0) = Qg / dr p(r), (11.44)
0
tal que, segin (11.43,11.44) crece com™o

p(r) = 5T 0r — o).
Qq
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Para obtener N(t) necesitamos evaluar la suma

SO, (d). L I, (At d) / dQy / dr P77 (Mt/d) .. I, (Mt/d). (11.45)
r>0

2
. .1
Usando la forma asintética {72}: Iv(m) & (1 - -;—) ? *  esta suma puede ser aproximada como

Qg e d\" /248
v-1 _dd e ¥-1 ——
3L (/d) L L (Ot d) o ,\t/d)d/? f dr r (1 ,\z)

r>0
LT/ Qae® - S
e (QKAi/d)“/?[l = a0 {m [1 - d/(At)]}

~ &
. LO/2) Q4 € [“] . para d < M.

~ 915972 (37)di2

De esta manera, de (2.40) se obtiene

. i
(R(r,u ~ 0)) = Q;f_(;’/fgéi)‘;/;‘) /0 dt e (-’-;f) ~ R(0,u), (11.46)

y por lo tanto es

e (R(r,u/2) . € Wl(y/TA-%5T) & (d/NF

~ Q) = = s X 11.
*u~0=3 Fowz - 2 2@ RO,u2) 41-% (11.47)
para 0 < vy < d. El término principal en el cdlculo de la reactividad resulta
e parad=2:
2)/u)7/?
o) 2 £ T2/ )Lw%-l—-)-,
lo cual, de teoremas tauberianos se puede ver que
- eI‘727r2)\t'7/2 e D(v/2) nT/?
=) = & T0/2 22: ~ £ L0/ , (11.48)
T Kzt 2 (7/2) In(87)
es decir,
2 2 _ 27t 2 (22t)”7/21n(16At)
el S (2a)/? ( )::~ 11.49
N e agl'(v/2) (2A)777K 22t +1 € aqg T'(v/2) ( )

con 7 = 2At = 8Dt y usando K () ~ % In(87).

o Para d > 3: En este caso R(0,0) = P4(0,1) es un nimero finito. Usando teoremas tauberianos

obtenemos iy
() = € 2720 T(v/2)A (:?_)_\_g)" (11.50)
2 (27)4/2 R(0,0) d ’ )
y mediante integracion: |
. .
SO L 1XG/L) zON (11.51)
- 2 21-7/2(27)4/2 R(0,0) \ d '
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de manera que

(11.52)

2 21-7/2(27)4/2 R(0,0) ( _ d-—'y) (g_g_g)-ﬁ-‘—%l

Nt =g aq Y (v/2) d 2 d

Observe que en el limite v — d estas las expresiones (11.49,11.52), teniendo en cuenta que en
este limite es ag = 7Cq and a3 = %‘R’C(), dan exactamente el mismo resultado para N (t) que las

ecuaciones (10.34,10.53) respectivamente.

De esta manera hemos demostrado que la nueva ley de decaimiento, (11.41), vale para todo el

dominioc d -2 < y < d.

11.3 Conclusiones

En este capitulo hemos investigado el efecto de distribuciones (espaciales) altamente inhomogéneas
de las particulas en espacios de dimensién entera d. En particular, hemos considerado distribu-

ciones fractales de dimensién v (0 < v < d).

Un primer anélisis basado en argumentos de escaleo predijo la forma (11.19) para la evolucién
de las reacciones. ara el caso d = 1 confirmamos esta prediccién, resolviendo el
problema exactamente, a todo tiempo, usando el procedimiento presentado en el capitulo 6. La

expresién general del nimero de particulas est4 dada por la ecuacién (11.13).

Vimos también que atin en el caso en que la concentracién inicial, Cp, no tenga una dependencia
pardmetrica con el tamafio del sistema, si las fluctuaciones en torno a esta concentracién media
son infinitas no se puede despreciar la primera correccién al asintético puro (independiente de
Cp). Para ilustrar esta situacién consideramos sélamente el caso unidimensional, modelado con
una IPDF de la forma p(r) ~ r~177, con 7 en el rango 1 < v < 2, tal que el primer momento de

la IPDF sea finito y el segundo momento diverge.

Para mayores dimensiones, d > 2 y 0 < 7 < d, aplicamos el método de las particulas fantasmas,

demostrando que los resultados de escaleo no se verifican.

Hemos considerado los siguientes tipos de distribuciones: i) fractal aleatoria, generada como un
“Weierstrass RW”; ii) fractal determinfstica, con dimensién fractal entera: las particulas ocupan
inicialmente un subespacio de la red; iii) fractal aleatoria, sin suponer una forma especifica de

generarla.

En todos los casos obtuvimos las mismas leyes de decaimiento, las cuales dependen de los valores
(d,v). La forma especifica de la estructura fractal (segiin sea tipo i), ii) or 11i)), fija los coeficientes
en estas expresiones asintéticas, es decir para distintos tipos de fractales con la misma dimensién

sélamente cambian los factores de las leyes de decaimiento.
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Estos resultados pueden resumirse en el siguiente cuadro (comparar con 0.4):

(1t 12 4 cpt™ /2 4 3t77/2712 4 || parad=1;0<y<]1,
-v/2 =2:
N(t) In(At) ¢ parad=2;0<y< 2,
6~ (11.53)
t-1+(d-1)/2 parad>3;d—-2<y<d,
_..Nco parad 2 3;0<y<d -2,

i )
dondej(w es una constante no nula. Observe que el caso 0 < 7 < d—2 conduce a una situacién en
la que a tiempos largos el nlimero de particulas no decae mas, como si la reaccién hubiera cesado.
Este es un resultado asombroso que no fue discutido en este capitulo, reservando su investigacién

para el capitulo 12.
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Capitulo 12

La relevancia del problema de Polya
de la teoria de caminatas aleatorias
en los sistemas de reaccion-difusion.

En este capitulo se advierte que el decaimiento monétono del niimero de particulas durante la
reaccién limitada por difusién no es algo necesariamente obvio cuando se lo considera desde el

punto de vista de la teorfa de caminatas aleatorias.

Un problema clasico en la teorfa de caminatas aleatorias es el formulado por Polya hacia 1921
[245): si un caminante hace un paseo al azar en una red d-dimensional, jretornara eventualmente a
al punto de partida? Esta pregunta exactamente se puede responder. Resulta que la probabilidad
de retorno al origen de un “random walker” puede ser menor que 1, dependiendo de la dimensién
del espacio, del tipo de red y de la funcién estrutura del RW. Para transiciones a primeros vecinos,

la respuesta puede resumirse con el siguiente cuadro:

(1 d=1

Probabilidad 1 d=2 Probabilidad de } [ =1 d=1

de retorno 0.25... d=23, fec
“ = => encuentro de un =1 d=2
de un “random- 0.28... d=3, bee 4 ticul <1 d>3
walker” 0.34... d=3, sc par de particuias =
. <1 d2>3
(12.1)

Cuando esta probabilidad es igual a uno, se dice que el RW es recurrente, mientras que si es menor

que uno se le llama transiente [24).

De aquif se deriva inmediatamente la siguiente conclusién de importancia para el estudio de reac-
ciones modeladas mediante caminatas aleatorias: dos particulas cualesquiera (sin importar su
posicién inicial) se encontrardn alguna vez con certeza (con probabilidad igual a uno) end =1y
d = 2, siendo este tltimo el caso limite, pues para d > 2 existe una probabilidad no nula de que

nunca se encuentren. Esto se esquematiza en la mitad derecha del cuadro (12.1).

Por ejemplo cuando dos particulas inicialm~nte coinciden en el mismo sitio (el caso mias fa-
vorable para el reencuentro) la probabilidad de que alguna vez se reencuentren coincide con las

probabilidades de retorno al origen de un “random walker”, indicadas en la mitad izquierda de
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(12.1).

12.1 Una Paradoja en la teoria de reaccién-difusién.

Considerando nuestro método de solucién al problema de reacciones bimoleculares, discutido en
los capitulos 6 y 10, se advierte que la solucién estd basada en la probabilidad de supervivencia

de un tipico par de particulas, consideradas como “random-walkers”:
t
[ at Fo(r; —ry, t') (12.2)
0

Si existe una probabilidad finita de que sobrevivan indefinidamente, uno esperaria que ésto se
reflejase en la evolucién temporal de la poblacién de particulas del sistema completo, produciendo
una transicién a un estado estacionario, en el que el niimero de particulas se conserve. Podriamos
conjeturar que a medida que la densidad de particulas disminuye, la distancia entre ellas aumenta
y es de esperar que la subsiguiente evolucién esté gobernada por la probabilidad de que una
particula tipica sobreviva al encuentro con la particula més préxima a ella en ese momerto. La
probabilidad de encuentro con particulas mas distantes contribuiria en ordenes superiores, siendo

en una primera aproximacién despreciable.

Este razonamiento llevarfa a la conclusién de que debe existir una concentracién minima, no nula,

alcanzada la cual la reaccién pareceria haber cesado.

Es interesante que en toda la literatura de reaccién-difusién nadie discute el hecho de que la

concentracién de particulas decaiga constantemente durante el transcurso del tiempo.

,Cémo es posible que en d > 3 una ley decreciente para el niimero de particulas del tipo N(t) ~
t~!, que tiende a una concentracién nula a tiempos grandes, surja de la adicién de probabilidades
que decaen a un valor constante, no nulo? Es el propésito de este capitulo hacer notar que esto

podria considerarse una paradoja en la teorfa de reaccién-difusién.

Como argumento a favor se presentard una situacién en la cual el problema de Polya surge como
el efecto dominante en el proceso de reaccién-difusién: Se encontrard que si la dimensién de la
distribucién inicial de particulas es menor que d — 2, la concentracién de particulas alcanza un
valor finito, no nulo. Esto lleva al descubrimiento de un nuevo estado estacionario en un sistema
de no-equilibrio. Empecemos recordando el tratamiento del mencionado resultado de caminatas

aleatorias (problema de Polya).

12.2 Dependencia de la probabilidad de encuentro de un par de
particulas con la dimensién de la red.

Consideremos una particula que realiza una caminata aleatoria en la red. Sea Fy(r) la probabi-
lidad de z canzar por primera vez el sitio r en el n-ésimo paso, habiendo partido del sitio 0 (ver

seccién 2.3).
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La relacién (2.25) nos permite estudiar la probabilidad de encuentro de dos particulas inicialmente
a la distancia r # 0:

F(r,z) = %—%’:%. | (12.3)

Note que lim,,; F(r, z), es la probabilidad de que las particulas se encuentren alguna vez. Con-

viene entonces considerar directamente el limite z = 1 y descomponer esta relacién en la forma:

P4(0,1) ~ Py(r, 1)

F(r,1)=1- Palo.1) r#0 (12.4)
La diferencia en el numerador es
1 bl i 1~ cos(r-k)
Py(0,1) — Py(r,1) = —— dky ... dkg —re it 12.5

La contribucién principal de la integral, procedente de k ~ 0, y el estudio de las adyacencias
del origen revelard las condiciones en las cuales esta integral diverge. Desarrollando el coseno y
considerado una funcién de densidad de probabilidad para el desplazamiento a cada paso con
segundo momento finito: p(k) ~ 1~ g% k% + O(k?), vemos que los términos k2 se cancelan, y no
hay divergencias en ninguna dimensién.

Entonces todo estd determinado por la divergencia o no de la integral del denominador:

1 " .4 T 1
-1 ks ... —
Pa(0.1) = G [.rdkl [ty [ ke s

Si P4(0,1) diverge, tendremos F(r,1) = 1. La divergencia que puede ocurrir es alrededor de

(12.6)

k ~ 0; procediendo entonces como antes, y pasando a coordenadas polares:
2d (> ki1
PO~ 2 [k (12.7)

Esta integral diverge debido a la singularidad en k ~ 0 para d < 2 y converge para d > 2; de
lo cual sigue que F(r,1) = 1 parad < 2y F(r,1) < 1 para d > 2. Por lo tanto, un “random
walker” que parte del origen de coordenadas, alcanzard un dado sitio r de la red con certeza en

d = 1,2, pero con probabilidad menor que uno en dimensiones mayores.

Volviendo al estudio del movimiento de un par de particulas, considerando ahora que r es el
vector dirigido de la posicién inicial de una particula a la posicién inicial de la otra, el movimiento
relativo correspondera al de un “random walker” que salta cada vez que una de las particulas se
mueve. Como la discusién anterior acerca de la probabilidad de alguna vez alcanzar un dado sitio
r no depende de la frecuencia de saltos, se concluye que un par de particulas, inicialmente a una
distancia cualquiera r = |r| # 0 en un espacio d-dimensional se encontrardn con certeza sid = 1

o d = 2, pero habri una probabilidad finita de que nunca se encuentren en dimensiones mayores.

12.3 Consecuencias de la probabilidad de sobrevivencia sobre
las reacciones de coagulacién y aniquilacién.

Consideremos a la luz de este resultado el método de las particulas fantasmas, que nos permitié

resolver las reacciones en dimensiones superiores en los capitulo anteriores. La solucién alli
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derivada requiere el cdlculo de la suma de esta probabilidad, sobre las distancias relativas de

todos los pares de particulas, ver ecuacién (10.16):

N(0)
Nit)y= —== 12.
®) 1+ 2(t) (12.8)
fonde T rg0 p(D)R(r, u/2)
t € 1 p(r)R(r,u
E(t) = Ndt = = L1 = =rE0 i : .
t) /On(t)d oy {u R(0.32) (12.9)
Teniendo en cuenta la ecuacién (2.43), esta funcién se puede escribir como:
- €
EW=35~L { > e()F(r,z = $(u/2)) (12.10)
r#0
12.3.1 Predicciones para 0 < y<d-2.
En esta seccién analizaremos la suma
B(z) = Y p(r)F(r,2) (12.11>

r#0
cuando se efectiia sobre puntos distribuidos en una forma altamente inhomogénea sobre la red de

dimensién d.

En particular, consideremos una dist.ribucién de puntos del tipo fractal aleatoria. Por conveniencia
(aunque no es indispensable para las conclusiones a obtenerse), supongamos que el conjunto de
puntos correspondan a los sitios visitados por un RW fractal, caracterizado por una funcién
estructura del tipo (3.15). Entonces p(r) = Yooy Pa(r) = Py4(r,z = 1) y usando (12.3) podemos
escribir

2(z) = > Pa(r, 1)Py(r, 2) (12.12)

Py (0 )r#o

Explicitamente, cada sumando es (ver (2.15,2.18)):

2 rr x x T
Py(r, 1)Pulr,z) = (;13) /0 dk,.../o dkdfo dk;.../o dK,

cos(riky)...cos{rgkg) cos(r1k}) .. .cos(rdkf,)
1- pk) 1 — 3 [cos(k})+ ...+ cos(ky)]

(12.13)

Usando el resultado 352 4 cos(hk) cos(hk’) = (2n/4){6(k + k') + 6(k — k)], la suma se reduce a

1 g " 1 1
zr:'Pd(r,nPd(r,z):F/O dkl.../o i T T T e el (12.14)

Pasando a coordenadas polares y analizando para k pequefios, la integral se reduce a

—lknwkd—

Cuando z —+ 1«  integrando es de la forma k% 73 y la integral diverge para d — 2 < v y converge
gr gr gep g
para 7 < d — 2. Pero si la integral converge, tenemos consecuencias inesperadas para el sistema

de reaccién difusidon:
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Puesto que el limite z — 1 corresponde a u — 0 (es decir t — o) en la expresién (12.10), la
convergencia significa que Z(t) tiene un crecimiento acotado, ahora no diverge cuando t — oo y

por lo tanto N (t) no decae a cero, como cabria esperar en la teorfa de reaccién difusién.

En conclusién, desde el punto de vista de la teorfa de caminatas aleatorias se preveé una transicién
a un estado estacionario en el sistema de no-equilibrio de reaccién difusién, si las particulas ini-
cialmente estdn con una distribucién fractal de dimensién dos unidades por debajo de la dimensién

del espacio en el que tiene lugar la reaccién.

Observe que este caso se puede presentar sélo para dimensiones mayores que dos, en acuerdo con

el esquema (12.1).

12.4 Distribuciones iniciales fractales con 0 <y <d - 2.

En esta seccién investigaremos el comportamiento de los sistema de reaccién difusién cuando

0 < v < d — 2. Por brevedad, consideraremos dos ejemplos concretos de este caso:

El primer ejemplo que presentaremus es el de particulas en una red sc, d = 3, inicialmente
distribuidas como un fractal aleatorio de dimensién 0 < v < 1. El segundo ejemplo serd una red
sc en d = 4 con las particulas inicialmente distribuidas a lo largo de una linea (y = 1), es decir,

un fractal deterministico.

12.4.1 Ejemplo 1: particulas distribuidas fractalmente, con 0 <y < 1 a lo
largo de una linea en d = 3

Como ejemplo de esta situacién consideremos particulas distribuidas inicialmente a lo largo de
una recta embebida en una red cibica, tal que la distribucién sobre esta recta sea fractal de
dimensién 0 < 7 < 1, es decir, de la forma (11.3). En este caso, el método usado en la seccién

anterior conduce a la conclusién de que
1
E(u~0)=~ {a—bull?) (12.16)

de lo cual sigue que
N({t) ~No +ct™1/? (12.17)

donde las constantes dependen de la particular estructura fractal, en base a la cual se pueden

calcular exactamente.

Usando la distribucién (11.7) hemos realizado simulaciones para v = 0.8,0.6. La Fig. 12.1
muestra las curvas resultantes, en comparacién con una distribucién inicial correspondiente al
llenado de la recta (curva “line” de la Fig. 11.10). El problema que se presenta es que la recta
tiene necesariamente una longitud mucho menor que la necesaria para distribuir fractalmente las
particulas sobre ella: el decaimiento sumamente lento imposibilita usar sistemas de longitudes
tan grandes como las empleadas en el caso unidimensional. El decaimiento es tan lento que con

més de N(0) = 5000 particulas practicamente no se alcanza el asintético constante predicho, y
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log N(t)/N(0)

_0‘6 n 1 I i 1 :
0 2 4 6
log (At)
10

’Figura 12.1: Reaccién de aniquilacién con una distribucién inicial fractal 0 < v € 1 a lo largo de una recta
embebida en un cubo (d = 3) de N(0)® sitios, para dos valores de N(0). La linea continua corresponden a
simulaciones, con v = 0.6,0.8,1. El caso v = 1 corresponde a inicialmente una particula por sitio de la recta, es
decir, es la curva “line” de la Fig. 11.10. Lalinea de trazo muestra el asintético ~ 1/1n(t) predicho por la teorfa.

con menos de esta cantidad las fluctuaciones son muy grandes: cada realizaciéon resulta en una

curva muy diferente.

Sin embargo, sin alcanzar el asintético se puede verificar el acercamiento al mismo, del tipo
—c t71/2 predicho. Graficando estos resultados de simulaciones en la forma N (t) = cz + N, con
z = t71/2 hemos verificado esta relacién lineal, de la cual, por extrapolacién a = — 0 se puede

medir Noo v c.

12.4.2 Ejemplo 2: particulas a lo largo de una linea en d = 4.

La ventaja de trabajar en dimensién cuatro radica en que el efecto de saturacién es mas nitido
que para menores dimensiones, dada las limitaciones de computacién. Ademds, es posible obtener

una expresién cerrada, mas simple que para el caso tridimensional.
Para una distribucién inicial de una particula por sitio del eje 1; es
P(r) = 0r) 4r 61,0 6r5,0 6ry0

, v el método de las particulas fantasmas conduce a la expresion final:

~1
¢ 1 2a+u Pa(0,2 = 535)
Y= {1 - ~ C 1)1 Trou |
N(t) [( 2)+€ {u (3/\+u> Pa(0,2 = 520) (12.18)

De esta manera, la concentracién relativa de particulas va asintéticamente al valor

1

N([) = (1 __ %) 4+ % € 733(0, 1)/734(0, 1)

(12.19)
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Figura 12.2: Reaccién de aniquilacién con una distribucién inicial de una particula por sitio en un hipercubo

" (d=4) de N(0)* sitios, para dos valores de N(0). La linea continua corresponden al resultados: ecuacién (12.18),
usando el desarrollo de Glasser et al. para 0 < t < 10°" y el desarrollo asintético usando las ecua-
ciones (12.28,12.32) para 10°* < t. Las lineas horizontales indican el valor finito al que decae el ndmero de
particulas, segin la teorfa, ecuacién (12.24).

donde para la red sc tridimensional, P3(0,1) estd dado por la ecuacién (10.44). Para d = 4 no se

conoce una expresiéon equivalente.

Usando la la relacién (2.25) parar = 0 y z = 1, Montroll derivé la siguiente expresién para redes
sc cuando d > 3 [111]:

5 2
F(0,z=1) = L [1 PRI > 1 ] (12.20)

sl Pt et ear T et T

Hasta este orden este desarrollo suministra el valor

1 2 7 35 215 -1
0.1y |1-— — =1.2 07 12.
P4(0,1) [1 5 <1+ 2d+ L + a7 + )7 + )LM 1.2340.07, (12.21)

pero la convergencia es muy lenta. Para una mayor precisién tenemos que evaluar numéricamente
la integral P4(0,1), ecuacidén (12.25), en la forma:
1 ' ’ ) i

roo

[Py, 1) =/ dse Id(s/4) ) (12.22)
L\ i 0 ‘;\;57
cbteniendo:
P4(0,1) = 1.2394671164243227235 & 10719 (12.23)
Entonces P3(0,1)/P4(0,1) = %—g—%— = 1.22... y la concentracién relativa de particulas,

ecuacién (12.19), tiende a los valores

0.76010 para coagulacién
N(t = 00) = (12.24)
0.61304 para aniquilacién
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Note que en este caso se rompe la simetria entre aniquilacién y coagulacién, puesto que no vale

més que el nimero de particulas difiere en un factor 2 a tiempos grandes.

12.4.2.1 Calculo de P4(0, 2).

La funcién de Green de una red simple hiperciibica es

1 " m v 1
= — 1k dky ... dk,
Pa(0,2) d /0 o /o o2 ./o 1z § [cos(ky) + cos(kg) + ... + cos(kaq)]

= / ds e I8(sz/d) (12.25)
0

en d dimensiones. Gracias a un desarrollo recientemente derivado por Glasser y Montaldi [107],

es posible evaluar estas integrales para pequenos z como

734(0,;,«):}2_% '1271 (1) ol Z2n (12.26)
n:On./i 2/ 5

(4)

con ¢y’ dado por ecuacién 2.21:

@ n my g n 2 my 2 m 2
4) __ 2
=3 83 (Y (Y () 27

m1=0my=0m3=0
12.4.2.2 Acercamiento del nimero de particulas al valor asintético constante.

Para investigar c6mo se aproxima N () a este valor limite, usamos el desarrollo debido a Joyce

[86] de P3(0,2) cuando z — 1:

733(0, z) = P3(0, 1) +ai{1— 22)1/2 -+ (7,2(1 — 22) -+ ag,(l —_ 2:2)3/2
taq(1— 222+ as(1 — 2252 .. (12.28)

donde las coeficientes han sido presentados en ecuacién (10.49)1.

2

No se conoce” un desarrollo similar para d = 4. Sin embargo, extenderemos el analisis usado

por Montroll y Weiss para d = 3, a los fines de obtener la primera correcién al valor limite,

ecuacién (12.23), p‘ara d =4

Reescribiendo el integrando de ecuacién (12.25) en la forma:

dk  d'k (1-2)pk)d'k
T=2p(k)  1-p() 1= p(R)][L = zp(k)]

el primer sumando conduce a I’%(0,1), mientras que el segundo sumando produce la primera

(12.29)

correccidn. Como la contribucién principal proviene de k& ~ 0, aproximamos

1 2
plk) = 1 [cos(k1) + cos(kg) + cos(ks) + cos(kg)] ~ 1 — %— K2+ OkY). (12.30)

'Note que P3(0,1) = R(0,u = 0).
2Al terminar esta tesis el Prof. Glasser me informa de la reciente publicacién de un trabajo suyo en el que caleula la
primera cotreccidn asintédtica, ref. [90], en coincidencia que la expresién acéd obtenida en ecuacién (12.33).
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Pasando a coordenadas polares:

I m w o0 o0
/ dky [ dks / g NQ(,/ dk k41 = 27r2/ di k3 (12.31)
. 0 0

—1T —n —

donde €4 es el dngulo sélido en cuatro dimensiones: 4 = 27%2/T'(d/2) = 27%. Resulta as
Pa(0,2) = Py(0,1) + 6 (12.32)

con
8Qu(1 —2z) [o° ] k 3 4 |
e b FTTHraem s T hi=2) (12.33)

Note que esta primera correccién, de la forma ~ z In(z), es esencialmente distinta a la correspon-

diente para d = 3: ~ /= (ccuacién (12.28)), con z = (1 — z) ~ 0.

6 =

Usando estos desartrollos y teoremas tauberianos, de ecuacién (12.18) obtenemos la siguiente

expresién asintética:

2(t) ~ — & 4 22301 2 8¢P3(0,1) In(2A1)
- 2 0 3P4(0,1)  Pu(0,D)wv/mAt  3wPP4(0,1) (2Xt)

(12.34)

que nos muestra cdmo se acerca el nimero de particulas a los valores constantes predichos en
ecuaciones (12.19,12.24). Por ejemplo, para aniquilacién:
3P4(0,1) |, 3 41n(22t)/(2)t)

N(t = == |1+ -
(¢ = 00) 4P3(0,1) P3(0, D)/t 72P4(0,1)

(12.35)

Los resultados de simulaciones se observan en Fig.12.2. Las particulas fueron distribuidas ini-
cialmente ocupando cada sitio de una recta con N(0) = 20000 sitios, separados por una distancia
a = 1. Abarcando esta recta se construyé un hipercubo de dimensién d = 4, con condiciones de
borde periddicas. Se tomé un ritmo de salto A = 1/(t) = 1, y por lo tanto el coeficiente de difusién
es D =1/8.

12.5 Conclusion

En este capitulo hemos discutido situaciones en las cuales el resultado del problema de Polya
para caminatas aleatorias en la red surge modificando la ley de decaimiento de la poblacién de

particulas en el problema de coagulacién y aniquilacién limitadas por difusién. [239].

La condicién necesaria para que la probabilidad de supervivencia de un sélo par de particulas sea
la funcién que dicte la evolucidn de la reaccién es que las particulas estén distribuidas en una forma
altamente inhomogénea, con amplios espacios entre climulos de particulas, tal que la dimensién

fractal de la distribucién de masa, v, esté por debajo de la dimensién del espacio menos dos:
0<y<d—-2

En esta situacién se alcanza un régimen estacionario en el cual el niimero de particulas no decae

més, como consecuencia de que la probabilidad de encuentro de una particula tipica con todas
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las dem4s es menor que uno, es decir. sobrevive con probabilidad finita (no nula), a pesar de que

el sistema contenga un ntimero muy grande (tan grande como se quiera) de particulas.

Si bien se puede considerar a éste como un resultado de poco interés experimental, en el marco
tedrico contribuye a la comprensién de la interrelacién entre aspectos sutiles de la teorfa de cam-

inatas aleatorias y de reacciones controladas por difusién.

Una posible aplicacién de interés tedrico puede ser la explicacién de la coexistencia de materia y

antimateria en el Universo.

Por otra parte, el andlisis de este capitulo ofrece una prediccién interesante para las reacciones

multi-moleculares limitadas por difusién:

Considere las reacciones multimoleculares del tipo:
A+A+...+A40, (12.36)

en las cuales se necesita del encuentro de m particulas para que ocurra la reaccién: mA — inert.
Este problema fue considerado en las refs. [242, 243] para m = 3 y en [244] para el caso general. El
caso m = 2 ha sido discutido extensamente a lo largo de este trabajo. Hemos visto que una de las
funciones relevantes en el cilculo de la evolucién de la poblacién de particulas es la probabilidad
de encuentro de un par tipico. Esto conduce al estudio del CTRW de dos particulas en la red.
En el caso d = 1, este estudio es equivalente al de una particula moviéndose en la red cuadrada,
tal que su abscisa y ordenada correspondan a la posicién de cada una de las particulas en la red
unidimensional. El encuentro de ambas involucra entonces sumar a lo largo de la bisectriz de la

red cuadrada al propagador de un “random walker” en dos dimensiones.

Si ahora consideramos el caso unidimensional general, con m > 2, mapeamos este problema en el
de una particula en una red hipercibica m-dimensional. Podemos conjeturar entonces, que en la
reaccién trimolecular, si las particulas inicialmente tienen una distribucién fractal a lo largo de
la recta, la reaccién evolucionara hacia una concentracién constante, no nula. En general, para la
reaccién m-molecular con m > 4, preveemos que, atn con una distribucién inicial homogénea, la

poblacién decae hacia un valor constante, no nulo, a tiempo grandes.

Este es un problema de gran interés por sus aplicaciones, pero escapa a los limites previstos para

esta tesis.
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Capitulo 13

Reacciones limitadas por difusién
afectada por fluctuaciones
temporales fuertes.

En la extensién de una caminata aleatoria (RW) a una caminata aleatoria de tiempo continuo
(CTRW) se introduce un tiempo de espera (variable aleatoria), t, entre pasos consecutivos del cam-

inante. Es costumbre referirse a esta extensién como la incorporacién de un “desorden temporal”.

log [C{(t)/C{0)}

-&.5 ] A l L ) F K]
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

logt 3 1T = 8Dt= 2 <n(t)>

Figura 13.1: Efecto de un desorden temporal fuerte en la evolucién del niimero de particulas durante la reaccién
de coagulacién. Aquf (n(t)) es el ntimero medio de saltos dados por una particula tipica, (ver ecuacién (1.24).

Como se explicé en la primera parte de este trabajo, si los tiempos de salto siguen un proceso de
renovacién en el tiempo, esta variable aleatoria queda caracterizada por su densidad, la WTID
¥(t). Si este proceso de renovacién es de Poisson, la WTD es exponencial: #(t) = A exp[At]. En
este caso el desorden temporal es débil puesto que no agrega ningw 1 modificacién a los resultados
del RW: los valores medios de las funciones de interés se obtienen de los resultados para el RW

sustituyendo el niimero de pasos, n por su valor medio: (n(t)) = t/{t) = At.
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Cuando ¥(t) se aparta de la forma exponencial, con todos sus momentos finitos, el desorden
temporal se manifiesta modificando solamente el régimen transitorio de las funciones de interés.
Por ejemplo, la funcién {n(t)) tendrd una evolucién que se aparta de la forma puramente lineal,
caracteristica de la difusién pura, pero el comportamiento asintético serd el mismo que para el
caso poissoniano: (n(t)) ~ t/{t). Sin embargo, este asintStico se establece relativamente rapido
(al cabo de pocos pasos del caminante). Por el contrario, si la WTD (1) es tal que sus momentos
divergen, y en particular si diverge su segundo o su primer momento (y por lo tante todos los

momentos enteros superiores), hablaremos de un caso de desorden temporal fuerte.

En este capitulo estudiamos el efecto de un “desorden temporal” fuerte en las reacciones. Carac-
terizaremos a este desorden mediante un tiempo de pausa entre saltos consecutives con distribucién

proporcional a una ley estable a tiempos largos, es decir, un WTD del tipo (1.5): $(t) ~t717.

Mientras la divergencia del primer momento, (t), da lugar a la aparicién de anomalfas en la
difusién, (n(t)) ~ t7, con 0 < v < 1, un primer momento finito con segundo momento (t2)

divergente, lo cual ocurre para 1 < v < 2, produce asintéticamente difusién:
(r?(t)) = 0% (n(t)) = 2dDt + cte. t=(-1 4 .. parat grandes (13.1)

pero con un término de correccién O(t~0-1) que, comparando con resultados de simulaciones,
no puede ser despreciado sino recién después de varios érdenes de magnitud del tiempo, cuando

v toma valores préximos a 1.

En este capitulo analizaremos las consecuencias de la divergencia del segundo momento, (%),
con primer momento finito, y en el préximo capitulo consideraremos el caso del primer momento

divergente, que da lugar a reacciones limitadas por difusién anémala.

Esta situacidn es interesante pues alin existe un tiempo medio de pausa finito, y por lo tanto el

coeficiente de difusién estid bien definido:

D =a%)\/2 = a?/(2(t)) (13.2)

Puesto la desviacién estandar de este tiempo, [{t%) — ({t))?]!/? es una medida de las fluctuaciones
en torno a su valor medio, (t), diremos que estamos en una situacién de fluctuaciones temporales

de magnitud infinita.

13.1 Efecto de fluctuaciones de magnitud infinita del tiempo de
pausa.

Puesto que este régimen asintético difusivo se establece recién a tiempos muy grandes, puede no
ser de tanto interés como el régimen transitorio. En especial, en la transicién al tiempo fractal
(es decir cuando y — 1) puede no ser alcanzable mediante simulaciones ni experimentalmente.
Interesa por lo tanto descril r el decaimiento de la reaccién para valores de v en el rango [1,2].
En Fig.(13.1) mostramos resultados de simulaciones en la red cuadrada (d = 2) tomando el WID

(1.26) con v = 1.01,1.10,2.0. Se observa, como era de esperarse, que cuando los dos primeros
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momentos de ¥(t) existen (caso de la curva 1), no hay una diferencia apreciable en el decaimiento,
comparado con el caso de WTD exponencial (curva 0), con el mismo coeficiente de difusién. La
diferencia comienza a manifestarse cuando el segundo momento diverge (1 < 7y < 2), casos de las
curvas 2) v =110y 3) v = 1.0L

Obsérvese que la concentracién de particulas a un dado tiempo es menor para el caso de WTD
estables. Esto parece paradéjico puesto que uno tiende a pensar que WTD-estables (con colas
largas) producen un movimiento “més lento” (en el sentido difusivo) que el WTD exponencial, en
el cual los saltos de las particulas siguen una estadistica de Poisson. La clave para entender este
efecto estd en observar que la abscisa es proporcional al tiempo renormalizado por el tiempo medio
de pausa, ecuacién (13.2). A los fines de ilustrar este punto, en la Fig. (13.2) mostramos compar-
ativamente los WTD como funcién de t/(t). Cuando t = (t), en promedio cada particula habra
dado un paso. Sin embargo, en el caso exponencial, aproximadamente el 63% de las particulas se
han movido por lo menos una vez (independientemente del valor de (t)), mientras que para el caso
del WTD estable, es el 93% de las particulas (para v = 1.10). Es decir, cuando consideramos la
evolucién del sistema como funcién de 2Dt = a?t/(t), como es costumbre presentar los resultados
tedricos, los resultados asumen la forma paraddjica de que las particulas parecen moverse mas
répido, y por lo tanto la reaccién aparece més acelerada que si las particulas siguieran un proceso

de Poisson en el tiempo.

13.2 El rompimiento de la invariancia ante particula coagulada.

En esta seccién presentamos el efecto que tiene en la reaccién de coagulacién el hecho de que

¥(t,t') sea distinto de y(t) para procesos de renovacién no-poissoniano!.

El efecto nuevo que aparece en este caso de WTDs no exponenciales es el rompimiento de la
invariancia respecto a la particula que sobrevive en la reaccién de coagulacién: La distincién
entre 1(t, ') y ¥(t) se traduce en distintas evoluciones de la reaccién segin cémo se considere que

el proceso de coagulacién tiene lugar.

Consideramos que éste es un resultado importante, completamente ignorado en los estudios de
reaccién-difusién, puesto que a pesar de tener todavia un coeficiente de difusién bien definido,
fijado por (t}, en término del cual el decaimiento asintético queda establecido (ver (6.10)), aparecen
ac nuevas leyes asintéticas segin la estrategia usada para generar el nuevo tiempo de pausa luego

de cada reaccidn.

13.3 Efecto de fluctuaciones temporales de magnitud infinita en
un CTRW estacionario.

Un efecto inmediato de la divergencia del segundo momento (y por lo tanto los momentos su-

periores también) de la WTD, siendo su primer momento todavia finito, es que en un CTRW

1Recuérdese que para WTD exponencial (proceso de Poisson), es $(t,t') = (), lo cual se llama la “paradoja del
tiempo de espera”.
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estacionario, basado en un proceso de renovacion temporal de equilibrio (ver seccién (1.2)), el
WTD para el primer paso de la particula, dada por ¥y (t) = Y(t, 00), diverge el primer momento
inclusive, es decir, todos sus momentos son infinitos. Esto se puede ver rapidamente del hecho de

que a la WTD (1.5):

‘ P(t) ~ t71-7  con1< 7, (13.3)
le corresponde una probabilidad ¢(t) ~ — [ P dt’ ¢(t) ~ t77, entonces, puesto que t{t,00) =
#(t)/{t) (vecordar (1.37)), resulta

Pt,oo)~ t7TT = t=1-0-1  con1<y, (13.4)

es decir, una funcién del mismo tipo pero con el exponente 7y disminuido en una unidad. Esto
significa que si la WTD t(t) tiene su primer momento finito, la ¥ (t) = ¥(t,o0) pasa a tener
primer momento infinito, en este rango de . En efecto, para enfatizar ésto consideremos la forma
especifica (1.26):

P(t) = ¢[r.t). (13.5)

Resulta entonces exactamente
P(t,00) =y[y,t], cony =7-1 (13.6)

lo cual pone de manifiesto que si se y considera un CTRW estacionario con ¥(t) = ¢[v,t] con
1< y<2 es9(t)=9[y,t] con 0 <y =7—1< 1. Peroen este rango de v el tiempo medio es

divergente.

13.3.1 La funcién de autocorrelacién: P(0,t).

Este efecto es de importancia en la funcién P(r = 0,t)2, puesto que determina la densidad
espectral de los modos de vibracién de la red (ver ecuacién (3.12)). Para un CTRW ordinario en

d dimensiones, usando los resultados de las secciones 2.2 y 2.4.1 resulta [18, 234, 235, 236):

) ry -
_ 5, (227
b g ) PTG 029 gy
u F=Jler\

_ 1 /1 - 1(u)

lo cual implica que para toda WTD con momentos finitos es P(0,t) ~ t~1/2. Por otra parte,

en el caso de WTD de cola largas, (13.3), resulta diferente si se trata de un CTRW ordinario o

P(0,u) =

End=1 estoes

estacionario:
— Para un CTRW ordinario, de (13.8) resulta

t=7/2 para0<y<1
P )t) ~ (13.9)
t1/2 1
para l <7

2}lamada también funcidn de autocorrelacidn [196]
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— Para un CTRW estacionario, usando el resultado derivado en la seccién 2.4.1, encontramos
que el decaimiento cambia a la forma
t~(0-1) paral<y<3/2

P(0,t) ~ (13.10)
t"1/2  para3/2<7«

En la préxima seccién mostraremos los efectos de esta nueva ley de decaimiento produce en la

reaccién de coagulacién.

13.4 Nueva ley de decaimiento para coagulacién.

En la Fig. (13.3) mostramos resultados de simulaciones cuando 7 > 2, caso en que los dos
primeros momentos son finitos, y para 1 < 7 < 2 que corresponde al caso de fluctuaciones
infinitas. Mientras en el primer caso no hay practicamente diferencia apreciable entre la situacién
en que la particula que arriba sobrevive o desaparece, para el segundo caso esta es una distincidén
fundamental: si la particula que arriba al sitio ocupado es la que desaparece, la ley asintdtica
cambia. El nuevo decaimiento es

N(t) ~t=0-D (13.11)

Observe que cuando 7 > 3/2 se reobtiene el decaimiento conocido, ~ t=1/2,

Se puede comprender esta anomalfa a la luz de la funcién ¢(t, 00}, ecuacién (1.37), la cual, en
este CTRW estacionario, es la probabilidad de que al tiempo t la particula no se haya movido
desde el comienzo de la observacién. Esta funcién actiia como una cota inferior para la evolucién

de la poblacién de particulas: N(t) no puede decaer mas rapidamente que esta probabilidad.

13.5 Conclusiones

En este capitulo hemos considerado el efecto de un desorden temporal fuerte en las reacciones
limitadas por difusién. Este desorden temporal se modela en el esquema CTRW introduciendo
WTDs que se apartan de la forma expomnencial, caracteristica de un Proceso de Poisson. La
situacién m4s distante corresponde a considerar WTDs proporcionales a una ley estable a tiempos
grandes. Haciendo uso de ellos, encontramos que mientras los dos primeros momentos (t) y (t2)
sean finitos, pricticamente no hay diferencia apreciable con el caso de difusién pura, para el cual

el WTD es exponencial.

Mientras en el capitulo anterior estudiamos el efecto de la divergencia de todos los momentos del

WTD (lo que da lugar a difusién anémala subdifusiva), aquf se estudid el caso en que (t) es finito.

Aunque la divergencia del segundo momento, siendo el primero ain finito, no cambia el compor-
tamiento difusivo puro en un CTRW estacionario, hemos descubierto un nuevo decaimiento en la
probabilidad de estar en el origen, P(0,t), ecuacién (13.10), respecto a a forma conocida t~1/2

(parad =1).
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Este nuevo decaimiento produce un efecto sorprendente en la reaccién de coagulacién: el
rompimiento de la invariancia ante particula coagulada: la evolucién de la reaccién depende
fuertemente de si la particula que estaba en el sitio o la que arriba al sitio ocupado es la que
sobrevive. En el caso en que la particula que arriba al encuentro sobrevive, la reaccién estd
gobernada por la probabilidad ¢(t, 00) (ver ecuacién (2.28)).

Una forma equivalente de entender esta nueva ley es en base al escaleo (10.28) con (3.13): teniendo
en cuenta que para un CTRW estacionario la probabilidad para una dada particula de estar en
el sitio de partida, P(0,t), cambia de la forma (13.9) a la forma (13.10), como consecuencia de

que estd dominada por la probabilidad ¢(t, 00), de que hasta el tiempo ¢ no se haya movido.

Puesto que el segundo momento del tiempo de pausa, (%), diverja. Como éste es una medida de
las fluctuaciones en torno al valor medio, hemos denominado a ésta una situacién de fluctuaciones

temporales de magnitud infinitas.
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Figura 13.2: Comparacién de los WID exponencial y estable {con ¥ = 1.10} cuando se los grafica como funcién
del tiempo renormalizado por el tiempo medio de pausa, {t). El porcentaje indicado en cada caso es el drea

encerradaen 0 < t < (t).
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Figura 13.3: Evolucién de la concentracién de particulas durante la reaccién de coagulacién en d = 1, con un
WTD estable: 1(t) ~ t~1~7 CTRW estacionario. Izquierda: para v = 2.1; Derecha: paray = 1.1. La linea recta
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Capitulo 14

Reacciones limitadas por difusién
anomala.

En este capitulo estudiaremos las reacciones limitadas por difusién andmala, es decir, cuando el

desplazamiento cuadratico medio de las particulas no es lineal, sino que
PPy ~t7 0<y#1 (14.1)

Existen dos posibilidades que requieren un tratamiento por separado. Cuando v < 1 se estd en
el caso subdifusivo, que da lugar al llamado transperte dispersivo [1, 181, 183]. Este puede ser
modelado eligiendo WTD apropiados {con momentos divergentes). Este caso se considerard en la

secci6n 14.2.

Por otra parte, cuando v > 1 se estd en el caso superdifusivo. Esta situacién es de interés para

modelar el transporte turbulento.

14.1 Reaccién limitada por superdifusién (transporte turbu-
lento).

El estudio del caso superdifusivo, modelado como un “Lévy-walk” o un “Lévy-flight”, es mas
reciente que el caso subdifusivo. En particular, el interés reciente se debe a las posibilidades de
modelar el transporte turbulento de esta manera y a su aplicacién (no convencional) en otro tipo
de problemas, entre los que se destacan: a) “subrecoil laser cooling” [211] en los que la caminata
aleatoria tiene lugar en el espacio de momentos, en vez de ser en el espacio de posicién {212},
b en el estudio del indice de precios (“stock exchange”), en los que el espacio es el valor de las
cotizaciones, se encuentra que estos indice tienen propiedades estadisticas similares a las de un
“Lévy-walk” [220], ¢) en el estudio de los polimeros rigidos, cuya configuracién se puede modelar
como la trayectoria del un “Lévy flighter” [221], d) en el estudio de la reptacién de polimeros,
en ref. [222] se anuncié la primera realizacién experimental de un “Lévy flight”, ) en modelos
con aplicaciones biomédicas [223], e) comy rtamiento superdifusivo de la temperatura de una
superficie rugosa (modelable como una estructura “self-affine”) cuando se la somete a un pulso

(laser) de calor [224], etc.
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14.1.1 “Lévy-walks” versus “Lévy-flights”.

En un CTRW se define el modelo fisico especificando una densidad de probabilidad conjunta
para el tiempo t transcurrido entre dos saltos consecutivos de una dada particula y para el

desplazamiento r al dar el salto: ¥(r,t). Luego, el WID es

v(®) = [dr iz, (14.2)

y la funcién de densidad de probabilidad para el desplazamiento a cada paso es:

ﬂﬂ=£mﬂﬂnﬂ (14.3)

cuya transformada de Fourier es la funcidn estructura del RW. A lo largo de este trabajo sélo

hemos considerado CTRW separables, es decir, esta densidad de probabilidad conjunta factoriza:
P(r,t) = p(r) ¥(t) (14.4)

El tema de cémo deben ser estas funciones a los fines de obtener distinto tipo de difusién es muy
importante. Tal vez, uno de los primeros anélisis fue el de Shlesinger et. al. [199], y a merecido
sucesivas ampliaciones [200, 113].

De Ecs. (1.25,2.52) vemos que la subdifusién se puede obtener simplemente incorporando un
WTD fractal, es decir ¥(¢) de la forma (1.5). Por el contrario, a diferencia del caso subdifusivo,
no se puede obtener superdifusién en un CTRW separable afectando sélo el WTD. Es necesario
considerar distribuciones p(r) con segundo momento divergente. Este hecho a sido discutido
por Klafter, Blumen et al., y en una serie de articulos propenen distintos esquemas de CTRW

acoplados (no separables) que dan lugar a diferentes familias de anomalfas [199, 201, 204].

Hay dos maneras posibles de obtener superdifusién con un CTRW, segiin consideremos un modelo
separable 0 no. En base a estas dos posibilidades, se pueden construir dos modelos distintos que

levan a superdifusién:

14.1.1.1 CTRW separable: “Lévy-flights”

La manera de obtener superdifusién con un CTRW separable es considerar distribuciones de pro-
babilidad del tamafio de cada paso, p(r), con momentos divergentes, por ejemplo un decaimiento

potencial, proporcional a una ley estable a distancias grandes:
p(r) ~ -;— PTITT 0<y<2 (14.5)

mientras el WTD tiene sus momentos finitos. En particular, se considerara de la forma exponencial

(proceso de Poisson).

Obsérvese que el adjetivo “vuelo” (flight) alude al hecho de que en cada salto, el tiempo necesario
para alcanzar la nueva posicién no depende del tamaifio del desplazamiento. El tiemj > entre saltos
puede ser discreto (RW) o continuo (CTRW), pero con un tiempo medio de espera entre saltos

finito: (t) < oo.
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Puesto que la varianza de cada paso es infinita, el desplazamiento cuadritico medio de la
particula diverge a todo tiempo: (r’(t)) = co. En ese sentido los “Lévy-walks”, a ser discu-

tidos a continuacién, son un modelo fisicamente més aceptable.

Recientemente Fogedby [213] derivé una ecuacién de Langevin con derivadas fraccionarias (para
el espacio) que describe un “Lévy-flight”, y extendié el estudio, usando técnicas de grupo de

renormalizacién, al caso de un “Lévy-flight” en un medio desordenado [215] .

Se puede escribir exactamente el propagador del “Lévy-Flight” en tiempo continuo, con un WTD
exponencial: ¥(t) = X exp(—At), reemplazando en la ecuacién (3.18) el ntimero de pasos n por su

valor medio {n(t)) = At (ver ecuacién (1.22)), resultando:

P(r,t) —.-.} ]0°° dk exp(—MEY) cos(kr). (14.6)

14.1.1.2 CTRW no-separable: “Lévy-walks”:

El problema concerniente al modelo de “fights” es que el desplazamiento cuadratico medio no estd
definido, es decir, diverge a todo tiempo. Para sanar esta falencia, Blumen, Zumofen y Klalter
[206, 207], introdujeron un modelo fisicamente “més aceptable”, definido mediante el siguiente
CTRW no-separable (acoplado):

Y t)~er 1TV E(r—) (d=1) (14.7)

Aqui estdn permitidos saltos de longitud arbitraria (como para “Lévy-walks”), pero debido a la
funcién delta, el espacio y el tiempo estdn acoplados: saltos largos estdn penalizados al requerir

mayor tiempo para ser realizados.

Segin el valor de v y
pETY+I,

el resultado para superdifusién (v > 1,¥ > 1/2) resulta [205]:

t si 1<vu<?2
G2(t)) ~ { 2B 6 2<uu <142 (14.8)
t si 1+2v <y

Este esquema de CTRW es un candidato para modelar el transporte turbulento, en el cual
tipicamente es v = 3/2 [202, 203, 204, 208].

Por otra parte, tomando v = 1 se estd en el caso en que la distancia saltada y el tiempo de pausa
estan relacionados por r = vt, con una constante v. Sin embargo, no se puede asignar a esta
constante la interpretacién de una velocidad en el sentido estricto, puesto que la particula no
recorre una trayectoria de longitud r. Simplemente espera en el sitio un tiempo t, al cabo del cual

desaparece y reaparece (instantineamente) en otro sitio a una distancia r = vt.

1Es interesante noi I que en estos trabajos Fogedby obtiene un desplazamiento cuadratico medio de la forma {r2(t)) ~
#2/7 en vez de la divergencia que cabrfa esperar. El argumento (heuristico) empleado para obtener este escaleo estd
basado en la suposicidén de que el sistema tiene un tamafio finito, L, y que saltos que dejan al “walker” fuera del sistema
corresponden a “realizaciones” del proceso que no son consideradas [216}.
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En la generalizacién a mayores dimensiones, d, a los fines de conservar 7 en el rango 0 < v < 2,

hay que tener en cuenta que la forma asintética (14.8) es ahora
Y{r,t) ~cr 47 §(r —t*) (d arbitrario) (14.9)

con lo cual (14.8), para el caso v = 1, resulta

12 si 0<y<l1
()~ 8377 si 1<y<?2 (14.10)
t si 2<y

14.1.2 Reaccién con superdifusién modelada como un “(continuous-time)
Lévy-flight”

En esta seccién incorporaremos estos modelos CTRW de difusién anémala en las reacciones. En
este estudio es importante tener presente que en estos modelos del movimiento de las particulas,
tanto para los “Lévy-flight” como para los “Lévy-walks”, la particula permanece en el sitio un
tiempo aleatorio t, con distribucién ¥(t), al cabo del cual desaparece para reaparecer en otro
sitio, instantdneamente. Entonces, el modelo de reaccién con transporte turbulento que estamos
proponiendo permite, en d = 1, que una particula “pase” por arriba de las demas, desapareciendo
del sitio r' que ocupaba, para reaparecer (instantdneamente) en el nuevo sitio, r, sin consideracién
de las particulas que hubiera en el intervalo (r/,r). Por otra parte, la solucién exacta para las
reacciones de coagulacién y aniquilacién, resumidas en las ecuaciones (6.34,6.35), no son aplicables
pues fueron derivadas haciendo uso del hecho de que para alcanzar el sitio r, estando en r’, tiene
que necesariamente reaccionar con todas las particulas que encuentre a su paso, hasta alcanzar
r. Por otra parte, el método de las particulas fantasmas, pensado para dimesniones mayores, se
vuelve ahora aplicable también en una dimensién, gracias a este efecto que favorece el mezclado

de las particulas.

Procedemos a modelar el transporte superdifusivo mediante un “Lévy flight” en el cual las
particulas realizan transiciones a sitios a una distancia r con una funcién de densidad de proba-

bilidad del tipo (14.5), tal que la funcién estructura del RW? es (ver la ecuacién (3.15)):

pk)~1—akT 4, (14.11)

Puesto que cada particula tiene una probabilidad no nula de alcanzar a cada paso cualquier sitio
de la red, y en particular, para 0 < 7 < 2 la varianza de cada paso es infinita, tiene lugar un
efecto de mezclado fuerte que favorece la reaccién. El sistema se vuelve entonces menos limitado
por difusidén, y se aproximarfa a una descripcién tipo campo medio.

Cabe esperar entonces que la evolucién del nimero de particulas se aproxime a la forma de la

cinética quimica, ecuacién (0.1), es decir C(£) ~ t~! en todas las dimensiones espaciales [217, 218].

2Observe que usamos como coeficiente 1a letra of, n vez de la letra a usada en la seccidn 3.2.1, a los fines de distinguirlo
del factor a que aparece también en el desarrollo del WTD de tiempo fractal en Laplace, ecuacién (1.32). Esta distincién
es necesaria puesto que en este capitulo mezclaremos distribuciones proporcionales a una ley estable tanto para el tamaiio
de salto como para el tiempo de espera.
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Surge inmediatamente la pregunta acerca de cémo tiene lugar esta transicién de limitada por

difusién a limitada por reaccién.

En la siguiente seccién empezaremos el anilisis, con el caso unidimensional.

14.1.2.1 Anédlisisparad=1

log (At)
10

Figura 14.1: Reaccién de aniquilacién con particulas que realizan un RW fractal de tiempo continuo, con WTD
exponencial. Para una distribucién inicial de una particula por sitio a lo largo de la linea, L = 10 sitios, 20
realizaciones. Las lineas continuas corresponden a los resultados de simulaciones con v = 0.8,1.2,1.4, 1.6,1.8,2.2
(de abajo hacia arriba). Como referencia, la linea de trazo inferior tiene pendiente —1, mientras que la curva de
trazo y punto superior es el resultado de simulaciones con transiciones a sitios préximos vecinos, y por lo tanto,

con pendiente ~1/2.

Procediendo como en la subseccién anterior, usando la forma

R T L dk _1 cos(kr)
R = 5 [ T = 7 h * T e (1412
hay que calcular S . Rira) .
r#0 r, U _ _
RO O d@IRO® (1413
Por otra parte es
17 dk 1 (2, "
R(0,u) = -7;/(; T:W_) = —7;/; dse /(; dk exp[syp(u)p(k)] (14.14)

153



k] 1 ¥ | ] i 1 1 4 1]
-0.4 F .
>,
-0.6 <. =1 -
‘O
B >
-0.8 ~ A+A —-> 0 _
\?
-3
-1.2 k- .
I i [ ;| Y ) 1 1 1
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1/

Figura 14.2: Analisis de los resultados de las simulaciones presentadas en Fig.(14.1).

Usando la funcién estructura del RW p(k) de la forma de la ecuacién (14.11):

ROuw) = - /0 dk

wJo T=9(u)p(k)
1 e "
> - ~s{1-(w) _ -
= ﬂ/ﬁ ds e /(; dk exp|—sy(u)a'k"]
1 o0
B e —s[l-w(u)] =1/ iy
ﬂ‘via’d}(U)]‘/"/o ds e sy (1) v e mTp(u)s) (14.15)

donde y(v,z) es la funcién Gamma Incompleta. Para proseguir observamos que R(0,u) quedd
expresado como una transformada en la variable de Laplace [1 — ¥(u)]. Suponemos tiempos
largos, podemos aproximar 1—9(u) ~ u/X. Siendou ~ 0, la contribucién principal del integrando

procederd de s grandes. Usando entonces

v(1/v;z) =T(1/7) = T(1/72) (14.16)
con z = a'n"(u)s y aproximando asintéticamente ['(1/7;z — o0) ~ e *z1/771 se obtiene:

o r@/yra-1/v)
RO S @b AT — w7 .

Con lo cual resulta

< Ty Joanl/
t3 (/7T - /971 + 1/7)( 2at)°/7 (14.18)

€
ZE(t)~ -2

() ~ -3 Co

De teoremas tauberianos para la transformada de Laplace, hemos derivado la relacién (1.8):

a=L1r -y = _e2Te=7) (14.19)
Y 7

y-1"~
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Figura 14.3: Idem Fig.(14.1) en d = 2. Para una distribucién inicial de una particula por sitio en una red
cuadrada. N(0) = 160000, 5 realizaciones. a lo largo de la linea, 10* sitios, 20 realizaciones. Las lineas continuas
corresponden a los resultados de simulaciones con v = 0.8. La linea continua es la solucién de la cinética quimica,
ecuacién (14.26) con k = A = 1. Las curvas de trazos corresponden a simulaciones: curva inferior para v = 0.8,
L = 450, 10 realizaciones. mientras que, a modo de comparacién, la curva de trazo y punto superior es el resultado
de simulaciones con transiciones a sitios préximos vecinos, con L = 400, 80 realizaciones.

y en forma similar, es facil derivar la correspondiente expresién para o'
o = acos(ny/2), (14.20)

la cual nos dice que 0 < @’ para 1 < v < 2. En este rango de <y resulta entonces

= |1-¢ € it SN
Mﬂ—{12%+2%rmwm_mwwﬂm(awq (14.21)
~ % @x)"Y7 1<y <?2 (14.22)
con
A=TQ1/yT1 = /7T +1/y) [t} (14.23)

En la Fig.14.1 mostramos resultados de simulaciones realizadas en una red d = 1, de L sitios sepa-
rados por una distancia a == 1 (pardmetro de red), considerando condiciones de borde periédicas,
inicialmente con una particula por sitio (Cp = 1). Es importante notar que: mientras la aprox-
imacién analitica consid ra una red infinita, con una funcién de densidad de probabilidad p(r)
definida en el dominio (—00,00) con segundo momento infinito para ¥ < 2; en las simulaciones

tenemos que usar sistemas finitos y por lo tanto la funcién de densidad de probabilidad debe ser
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Figura 14.4: Idem Fig.(14.3) para v = 1.4 (curva de trazo inferior) y v = 2.4 (segunda curva de trazos desde
arriba). L = 400, 5 realizaciones.

de la forma:

¢ pl-v <r<lL
_J3r a<r<
p(r) { 0 en otro caso (14.24)
Con
_ v
c= (14.25)

Notar que mientras sea L < 0o esta funcién de densidad de probabilidad tiene todos sus momentos
finitos para cualquier valor de 7.

A los fines de comparar con el resultado teérico, hemos ajustado la forma N(t) ~ t? en las
simulaciones de la Fig.14.1, obteniendo la Fig.14.2. La recta de trazo y punto, como referencia,

muestra la forma § = ~1/7.

14.1.2.2 Andlisisparad> 1

Al pasar a dimensiones mayores es de esperar que el mezclado de las particulas se vea favorecido,
de tal manera que la solucién se acerca a la correspondiente a la cinética quimica, ecuacién (0.1):

1

. 14.2
1+ ekt ( 6)

N(t) =

En los capftulos anteriores en los que consideram s transiciones a sitios primeros vecinos, vimos
que d = 2 es una dimensién marginal, para la cual aparece una correccién logarftmica no despre-

ciable. Al permitir ahora transiciones a sitios distantes, exactamente como en la seccién anterior,
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para cada componente del desplazamiento en cada una de las dos direcciones posibles, esperamos
encontrar que la solucién (14.26) sea una mejor aproximacién que para el caso de transiciones a
primeros vecinos. Las simulaciones verifican esta prediccién: en la Fig. 14.3 vemos un ejemplo
de 0 < v < 1: el resultado para aniquilacién con ¥ = 0.8, comparado con la simulacién con

transiciones a primeros vecinos y con la expresién (14.26).

La Fig. 14.4 es un ejemplode 1 < y: cony= 1.4y 24.

14.1.3 Reaccién con superdifusién modelada como un “Lévy-walk”.

En esta subseccién estudiaremos las mismas reacciones modelando la superdifusién a la manera
de un “Lévy-walk”.
En las refs. [206, 207, 209] los autores muestran que en el rango uv > 2 la representacién de
Laplace-Fourier de 9(r,t) es:

Pk, u) 21— cru — cokP (14.27)

cuando k >> u, con
B = Min{p—1/v;2} = Min{l +v - 1/v;2}. (14.28)

Entonces, de ecuacién (2.30), en su versién no-separable:

1 -9k =0,u) 1

P(k,u) = " ok w)’ (14.29)
sigue que el propagador es, para u ~ 0:
P(k,u) & ——0. (14.30)
Observemos que ésta forma corresponde a una distribucién de Lévy del tipo (14.6):
P(r,t) = 1 /w dk exp (—--ik") cos(kr). (14.31)
m Jo {

donde (t)es el tiempo medio de pausa entre dos saltos consecutivos, tal que a tiempos grandes
{n(t)) ~ t/{t). La finitud de este tiempo medio de pausa esta asegurado en el rango pv > 2 aqui

considerado. Esto puede verse calculando el WTD como:

(t) = /0 T dr plr ) o, (14.32)

entonces, de la discusién de la seccién 1.1.1.1 sigue que en este rango existe el primer momento
(t) = [o° ty(t)dt < oo.
En el cilculo de la evolucién de particulas hay que evaluar F(r,u) = R(r,u)/R(0,u) parar # 0.
Pero ésto es equivalente a

F(r,u) = P(r,u)/P(0,u), r#0.
Por normalizacién es 3, P(r,u) = 1/u. De esa manera obtenemos
| Z F(r,u/2) = 2 1.

‘U.P(I‘O, u/?)

r#£0

157



Entonces resulta c c 9
o) = S0 0 e
Zy) = ™ + 5 o Plro.u/3)’ (14.33)

De ecuacién (14.31) resulta

L/ - 1)

P(0,t) = %, es decir, P(0,u) = 7 BUya)I=1/P (14.34)
Llevando esta expresién a (14.33) obtenemos
1 1
NO =T =(t) - 1-5C+35 CGr“’il/ﬂ;i"gl—lm(?t/(t))l/ﬂ (1439
~ %t"l/ﬂ . 1<f<2y 2< . (14.36)
con

r2(1/8ra-1/8) (_@)W’
732 2
Compare este resultado con el correspondiente al de “Lévy flights”, ecuacién (14.22). De la

B =

definicién de B sigue que este decaimiento rige en el rango 1 <1+ v — 1/v < 2, es decir para
1 1
— L y<l 4 -
v v

Nétese que en el caso v = 1 (en el que desplazamiento y tiempo de espera estdn relacionados
por una “velocidad”) este resultado para reacciones de coagulacién y aniquilacién limitadas por
“Lévy Walk” coincide con el modelo limitado por “Lévy flight”: en ambos casos N(t) =t/

La extensién a mayores dimensiones es trivial, resultando

N(t) = t=d/F con B = Min{d+v-1/v;2} (14.37)

14.2 Reaccién limitada por subdifusién (transporte dispersivo)

En esta seccién estudiaremos el efecto de la subdifusién en la evolucién de la poblacién de las
particulas durante la reaccién.

El esquema CTRW acoplado (14.7) del “Lévy-Walk” puede también ser utilizado para modelar
este transporte dispersivo [210). Sin embargo, a diferencia del caso superdifusivo, es suficiente
usar un modelo separable. Consideraremos entonces ¥(r,t) = p(rjy(t), con p(r) con todos sus
momentos finitos y ¥(t) una WTD del tipo proporcional a una ley estable a tiempos largos, tal
que (t) — 00, es decir, un CTRW de tiempo fractal, presentado en el capitulo 3:

Pt o0)~ct™ T, 0<y<], (14.38)

tal que
P(u—>0)~1—au’. (14.39)

Cuando {t) = o0 (0 < v < 1), el hecho de que no exista un coeficiente de difusién hace imposible

considerar el movimiento relativo de dos particulas como la difusién relativa de la coordenada
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Figura 14.5: Decaimiento de la concentracién relativa de particulas inicialmente con distribucién de Poisson
en d = 1, cuando la difusién es andémala con dimensién fractal del tiempo v = 0.75. La linea lena, muestra la
pendiente —v/2. N(0) = 50000; inicialmente < z >= 10.

r1 = r9 (con D = D; + D). Desde el punto de vista del esquema CTRW, el movimento relativo
estd basado en la superposicién de dos procesos de renovacién temporales fractales, el cual no es
més un proceso de renovacién. En otras palabras: no existe una WTD, 9(t}, para la descripcién

de este movimiento relativo [15, 16].

14.2.1 Argumentos preliminares

La WTD del tipo (14.38) introduce anomalias no sélo en la difusién, sino también en todas las
funciones que caracterizan el CTRW [26, 24]. En particular, haciendo uso de teoremas tauberianos,

a partir de las ecuaciones (10.25,10.26) se encuentra que [189}:
S(t) ~ /2 (14.40)

parad =1,y [198]
7

SO ~ T T =7)R(0,0)

(14.41)

parad > 3.

En este capitulo estudiaremos el efecto de estas anomalfas, producidas por la divergencia de los

momentos del WTD, en las reacciones de coagulacién y aniquilacién.

14.2.2 Reformulacién del CTRW cuando no existe una WTD.

La dificultad técnica con este tipo de fo mulacién estriba en la necesidad de conocer la transfor-

mada de Laplace del producto de dos funciones, cada una de las cuales se conoce, a su vez, sélo
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£
en la representacién de Laplace. Este es un problema cuando las funciones involucradas no son

analiticas cerca del origen u = (0,0) del plano complejo.

El estudiq3 detallado de esta situacién [14] revela que el movimiento relativo se puede describir
en una muy buena aproximacién con un WTD 1),(t) calculable en la representacién de Laplace

como

*!’rel(u) = ¢(U/2) (1442)

donde ¥(u) es el WTD de cada particula individual. Esta aproximacién es exacta para el caso de
un WTD exponencial. Por otra parte satisface: i) normalizacidn, ii) en el caso en que el primer
momento sea finito, satisface también (t,o) = (t)/2, donde (t,¢;) es el primer momento de ¢,¢(t).
Estas son dos condiciones necesarias. Sin embargo, debemos recordar que estrictamente hablando,
no hay un WTD para el movimiento relativo de las particulas vélido a todo tiempo, con la dnica

excepcién del WTD exponencial. Pero a tiempos largos esta aproximacién es plausible.

14.2.3 Resultados parad=1

Para el caso unidimensional, usamos esta aproximacién en el tratamiento de la seccién 6.2, obte-

niendo:
N(t)zﬁ’l{i [1- p(v,tzﬂ)]} para A+ A— A (14.43)
1 {1 1=plv,t=0)
=2 TR E r (
Nit)=LC {u 1+p(v,t=0)} para A+ A -0 (14.44)
con

=1In (1 - %) = In[1 + V2au"? ~ V2au/2. (14.45)

Suponiendo una distribucién inicial no-fractal, para ambas reacciones el comportamiento a tiempos

largos resulta:

N(t) ~t~7/2 (14.46)

En la Fig. (14.5) mostramos simulaciones para y = 0.75, que verifican este resultado.

14.2.4 Resultados parad=2

Para la red cuadrada, N(t) estard dado por ecuacién (10.23) con

R(0,u/2) = = K [9(u/2)], (14.47)
lo cual conduce al resultado
oG ot ()
N(t) = [1 5t - K T . (14.48)
Recordando que a = c['(1 + v)/v, a tiempos largos es
2¢ In[8 2t)7/a]
N(t) Ecozw rA+yra-«~ )7 (14.49)

¥No incluido en esta tesis por limitaciones de espacio (ver ref. [17]).

160



14.2.5 Resultados parad>3

En forma equivalente, a partir de (10.23) obtenemos

3 €Co  €Co (2)7 /ax -1
VO =[1- P+ 5 rrpeT] (14.50)

que a tiempos largos es

N(t) ~ %27 L1+ 7)T(L - 7) Pa(0,1)(2t)" (14.51)

14.3 Reacciones limitadas por “Levy-Flights” con tiempo frac-
tal.

Es interesante que el modelo de “Levy-Flights” sélo haya sido estudiado en relacién con tiempo dis-
creto, o equivalentemente, con una estadistica poissoniana para los tiempos de saltos del “walker”.
En la seccién 14.1.1.1 hemos incorporado esta estadistica de Poisson en el tiempo continuo me-
diante el CTRW separable (14.4), con 9¥(t) = Aexp(—At). Pero este mismo modelo admite la
generalizacién al caso en que ¥(t) sea una WTD arbitraria. En particular es de esperar nuevos
efectos cuando WTD posea una cola larga a tiempos grandes. En esta seccién nos limitaremos al
caso unidimensional y estudiaremos las reacciones limitadas por un transporte definido mediante
el CTRW (14.4):

Y(r.t) = p(r)¥(t) (14.52)
con

pr) ~ & 717
para 1 < < 2 (Lévy Flight) y

$({t) ~ et (14.53)

para 0 < v < 1 (tiempo fractal). Por brevedad llamaremos a este modelo de transporte “Fractal-
Time Lévy-Flight” (FTLF).
Para tal fin seran utiles las expresiones (14.13,14.17), puesto que estn escritas en términos de un

y{u) arbitrario:

Er;ﬁ(} R(T, U/Z) — 1
R(0,u/2) (1 - %(u/2)]R(0,u/2)

~1=b [1/9(u/2) = 1]/ —1. (14.54)

?
con b = W%ry Hasta aquf sélamente hemos reescrito la expresién (14.13). Puesto que
ésto es vélido para cualquier WTD, a continuacién particularizamos para la forma (14.53), es decir

<on

Pplu)y~1l—au’; a= EP—Q&:J), (14.55)

obteniendo ,
Yrzo R(r,u/2) 277y 1

ROw2) " ol e ¢

(14.56)
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De estas expresiones resulta:

2(0) % & Co + & Comri b pi¥ (14.57)
SWE=TY R Ty MSATA +4/Y) '
Finalmente, la poblacién relativa de particulas resulta

Nt~ A (14.58)

con

4= 2 @D +a/y) TA/Y)TA = 1/7)

 €Cy 2/¥ Yo't/

En este resultado se verifican los decaimientos ya obtenidos en los limites 7/ — 2 (caso subdifusivo

modelado con tiempo fractal) o ¥ — 1 (caso superdifusivo modelado con un “continuous-time

Lévy-Flight”).

14.4 Conclusiones

En este capitulo estudiamos las reacciones limitadas por difusién anémala obteniendo, como era
de esperar, leyes diferentes para el caso superdifusivo y para el caso subdifusivo. En el primer
caso el decaimiento del nimero de particulas se ve acelerado, en el segundo caso el decaimiento

es méas lento:

Transporte turbulento {superdifusién):

a) Modelado como un RW fractal extendido a tiempo continuo, es decir, un “continuous-time
Lévy flight”. Para este modelo de transporte turbulento obtuvimos:

A

t=1/7 para d=1 yé"Q <7<

.,

NiE—x)~{ t7! parad=2y0<y<k (14.59)

7

t™!  para d23,y0<’)‘<\d‘

Para valores de v tales que d < v el desplazamiento cuadrético medio a cada paso de las particulas,
02, es finito, y el sistema recupera a tiempos largos el mismo decaimiento asintético que el corre-
spondiente al caso difusivo puro, ecuaciones (6.10,10.61,10.53); salvo que hay que reemplazar el
valor 62 = 1 en estas ecuaciones (correspondiente a transiciones a sitios primeros vecinos) por el
valor (2.8), correspondiente a la particular funcién estructura usada. En este caso, la dependencia

explicita con o? se obtiene de (10.29) y (10.27).

En d = 2 y para valores de v tales que 1 < 7 < d, las simulaciones muestran un decaimiento
intermedio entre t=! y ¢t~11n(t). El tratamiento aqui usado sugiere un comportamiento del tipo
N(t) ~ t™[In(t)]7~1, pero la forma precisa de la evolucién en este rango requiere una investigacién

méas detallada.
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b) Modelado como un CTRW fractal no-separable, es decir, un “Lévy Walk”, definido mediante
(14.7). Para este modelo de transporte turbulento obtuvimos (14.36):

~1/(+y=1/v) para d=1y1l/v<y<1l+1/v

Nt - oc) ~ t-V@tr=1v) < 1/(d - 2)
d>2,yl—-d+1/r<y<2-d+1/v
t! W >1/(d-2)
(14.60)

De la comparacién de los dos modelos usados para superdifusién resulta su equivalencia, en lo que
a la ley del deciamiento del nimero de particulas se refiere, cuando v = 1. Téngase en cuenta que
estos dos modelos son esencialmente diferentes, puesto que para el “Lévy Flight” es (r2(t)) = co
a todo tiempo, mientras para el “Lévy Walk” es (r2(t)) ~ ¢3~7 (para 1 < 7 < 2). En este caso
(v = 1) puede interpretarse que el tiempo de espera es el tiempo requerido para desplazarse una
distancia igual al tamafio del salto, con velocidad constante. Sin embargo, esta interpretacién es
sélo sugestiva puesto que este modelo de reaccién-difusién con transiciones a sitios lejanos ignora
los posibles encuentros con otras particulas durante este desplazamiento. La reaccién se produce

sélamente si el sitio al que se arriba al cabo del salto esta ocupado.

Transporte dispersivo (subdifusién): Para su aplicacién a los modelos de coagulacién y

aniquilacién, usamos el tiempo fractal, introducido mediante un WTD con primer momento diver-
gente, ecuacién (14.38) con 0 < ¥ < 1. Las particulas verifican una anomalia subdifusiva: no hay
una escala de tiempo natural en el sistema y asintéticamente el decaimiento de la concentracién

resulta més lento que en el caso difusivo:

t=1/2 para d=1
N({t—= o0)~< t™7In(t7) para d=2 (14.61)
™7 para d=3

Por tltimo, introduciendo un nuevo mecanismo de transporte que conjuga el “Lévy-Flight” (car-
acterizado con ¥ € (0,2)) con una WTD del tipo “tiempo fractal” {(caracterizada mediante
v € (0,1]), obtuvimos la expresién asintética (14.58):

N(t = 00) ~ t™7/7 (14.62)
Es importante notar que estas expresiones asintGticas, junto a sus prefactores, son resultados
eractos, y no tienen pardmetros libres. A los fines de comparacién con resultados de simulaciones

hay que tener presente que se alcance el régimen asintético en los experimentos numéricos, lo cual

no siempre es posible lograr dentro de las limitaciones de computacién actuales.
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Capitulo 15

Sumario y Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado analiticamente y mediante simulaciones de Monte Carlo las
reacciones, de una inica especie, limitadas por difusién. La difusién de las particulas fue modelada
como una caminata aleatoria de tiempo continuo ( “continuous-time random-walk” o CTRW) y se
muestré que éste es el marco propicio para el estudio del efecto que las distribuciones fractales
tienen en estas reacciones. El trabajo presenta detalladamente los distintos tipos de anomalfas
(apartamientos respecto a resultados bien establecidos) que surgen al incorporar distribuciones

fractales en los aspectos espaciales y temporales del movimiento de las particulas.

Se comparan los resultados analiticos con simulaciones de Monte Carlo que siguen la
dindmica de las particulas en tiempo continue, exactamente como se la supone en el tratamiento

analitico.

— En la primera parte (capitulos 1 al 4) En estos capitulos se presentd el esquema CTRW
desde el punto de vista de la teoria de “procesos de renovacién” (“renewal-processes”) y se
discutieron distintos modelos de difusién originados por el principio de maxima entropia. Se
motivaron las distribuciones fractales mediante la entropia de Tsallis. Hemos comparado
las caminatas aleatorias en tiempo continuo a las que da lugar la entropia convencional y
la generalizada: mientras la primera motiva la difusién pura, la segunda motiva la difusién
anémala. Se discutid la representacién del CTRW fractal con ecuaciones de difusién gener-
alizadas, ya sea con un “kernel” de memoria o con derivadas fraccionarias. Se mostré que
la ecuacién de difusién con derivada temporal fraccionaria corresponde exactamente a un
CTRW de tiempo fractal. Esta primera parte se cerrd con el estudio del ruido dicotdmico
como un proceso de renovacién y con la introduccién del ruido dicotémico fractal. Este
analisis se usé posteriormente, en el capitulo 7 para resolver el problema de la distribucién

espacial de particulas durante la reaccién de aniquilacién, en la segunda parte del trabajo.

— En la segunda parte hemos iniciado el estudio de las reacciones limitadas por difusién del
tipo: coagulacién (A+ A — A; ¢ = 1) y aniquilacién (A+ A — 0; € = 2). El movimiento de
las particulas fue modelado como un CTRW en la red, usando los res ltados presentados y/o
derivados en la primera parte para el caso en que el movimiento es difusivo puro, es decir, el

desplazamiento cuadritico medio de las particulas, (r?(t)), crece exactamente en forma lineal
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con el tiempo.

Se discutié la relacién entre el sistema cinético de espines {(modelo de Isingen d = 1) y el
sistema de difusién-aniquilacién. Se obtuvo la evolucién del niimero de paredes de dominios
ferromagnéticos en funcién del tiempo y la evolucién de la distribucién del tamafio de domin-
ios ferromagenéticos (o ferroeléctricos). Equivalentemente, se obtuvo la distribucién (IPDF)
de la distancia entre particulas vecinas durante la reaccién aniquilacién y se comparé con
histogramas obtenidos de simulaciones. A diferencia de coagulacién, esta distribucién no era
conocida ni siquiera para el caso de distribuciones iniciales homogéneas. Nuestro tratamiento
estd basado en la hipétesis de que, si inicialmente estan distribuidas como un proceso de ren-
ovacién a lo largo del espacio, entonces la distribucién se puede describir como un proceso de
renovacién a todo tiempo posterior. Hasta ahora no se conoce la manera de demostrar esta
hipétesis, pero a juzgar por la precisa coincidencia de los resultados con ella obtenida y las
simulaciones, parece ser correcta. Este es un resultado sorprendente, pues se sabe que para
la reaccién de coagulacién esta condicién no se cumple. A los fines de verificacién més pre-
cisa, estudiamos la distribucién de particulas también para la reaccién de aniquilacién con
una generacién (o ingreso) de particulas a un ritmo constante (“with input”), puesto que
en este caso se alcanza un estado estacionario que hace posible una mayor precisién en los
resultados de simulaciones. Como en el caso sin generacién de particulas, la coincidencia con

el resultado analitico induce a pensar que esta suposicién es correcta.

Para mayores dimensiones, salvo comportamientos asintoticos, no existen soluciones exac-
tas conocidas. En este trabajo introdujimos un nuevo método {acd llamado método de las
“particulas fantasmas”) que permitié obtener expresiones analiticas cerradas para el nimero
de particulas a todo tiempo. El método ofrece resultados exactos a tiempos cortos y en el
asintético de tiempos largos. Verificamos estos resultados comparando con simulaciones en
redes hiperciibicas. Para tiempos intermedios son una aproximacién tanto mejor cuanto
mayor sea la dimensién del espacio y para una dada dimensién, cunanto mayor sea el ntimero

de coordinacién de la red.

La tercera parte estuvo dedicada al estudio del efecto que tienen las distribuciones fractales
en estas reacciones. Hay muchos aspectos en estos sistemas que pueden estar afectados por
fractales. Se consideraron:

a) Fractalidad en la distribucién espacial inicial de las particulas. Encuentramos que cam-

bian las leyes conocidas de decaimiento y de distribucién espacial de particulas a lo largo
del tiempo, incluso asintéticamente, si las particulas inicialmente tienen una distribucién
fractal o una distribucién con fluctuaciones infinitas alrededor de la concentracién media. A
diferencia de lo que ocurre para las distribuciones iniciales aleatorias y homogéneas consid-
eradas en la segunda parte, la evolucién de la reaccién no alcanza a borrar la memoria de la
distribucién inicial cuando esta distribucién tiene su segundo o primer momento divergente

y en consecuencia aparecen nuevas leyes de evoluc. in.

Se presentaron resultados exactos para el caso unidimensional (d = 1), tanto para la concen-
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tracién de particulas como para la distribucién espacial de las mismas, a todo tiempo.

Para mayores dimensiones aplicamos el método de las particulas fantasmas, desarrollado
en la segunda parte. En comparacién con simulaciones los resultados analiticos obtenidos
reproducen correctamente los decaimientos anémalos debidos a distribuciones iniciales de
dimensiones v, menores que la del espacio en el cual tiene lugar la reaccién (y < d), mostrando
la aparicién de nuevas leyes de evolucién. El caso més sorprendente correspondeen al rango
0 { v { d - 2, pues el niimero de particulas, en vez de ser una funcién mondtonamente
decreciente, evoluciona hacia una concentracién constante, no nula, alcanzada la cual el
proceso queda en un estado estacionario como si la reaccién hubiera cesado. Estas anomalias
en la evolucién de los sistemas de coagulacién y aniquilacién (por primear vez presentadas
mediante este trabajo), son muy importantes en la teorfa general de reacciones limitadas
por difusién, pues nos advierten que si aparecen apartamientos de resultados experimentales
respecto a resultados tedricos conocidos, éstos pueden ser simplemente una consecuencia de

la distribucién especificas de los reactantes.

b) Fractalidad en el tamafio del paso y en el tiempo de espera, a cada salto de las particulas:

Este es el segundo aspecto fractal estudiado en estos sistemas, que conduce a las reacciones
limitadas por difusién anémala. La anomalia en la difusién radica en una dependencia no
lineal con el tiempo: {r2(t)) ~ t? con B # 1. Esta fue modelada con densidades de probabili-
dad asintéticamente proporcionales a una ley estable. En particular el tiempo fractal (WTD

estable) produce subdifusién (8 < 1), que es la caracteristica del transporte dispersivo. Con

este modelo hemos estudiado las reacciones limitados por subdifusién. Por otra parte, se
estudiamos también el caso superdifusivo, 8 > 1, modelado como una caminata aleatoria
fractal, donde el tamafio de la distancia saltada por cada particula tiene una distribucion
estable y fractal, conocida como “Lévy Flight”. Otra manera usada para modelar superdi-
fusién fue mediante el modelo conocido como “Lévy Walk”: en este caso espacio y tiempo
estan acoplados, mediante distribuciones estables en dos variables, de tal manera que saltos de
tamafo grande estdn penalizados al requerir més rtiempo. Ambos modelos de Lévy se usaron

para modelar el transporte turbulento. El efecto de ambas anomalias en el decaimiento de la

poblacién de particulas en las reacciones es estudiada mediante simulaciones y analiticamente
en el capitulo 14. Por tdltimo se mostré la posibilidad de combinar el tiempo fractal con los
“Lévy Flight” de tal manera que los efectos sub- y super-difusivos se compensen, en lo que

se refiere al decaimiento del niimero de particulas en las reacciones.

Con el propésito de una mayor claridad, las conclusiones detalladas han sido distribuidas a

lo largo de los capitulos, como 1ltima seccidn.

Finalmente, deseamos destacar que en este trabajo el uso del CTRW para modelar el

movimiento de las particulas a resultado ser especialmente apropiado para estudiar los aspec-

tos fractales: en este estudio hemos derivado, como consecuencia de distribuci nes fractales de las

particulas en el espacio, nuevas leyes para el decaimiento de la poblacién de particulas y para la

evolucién de la distribucién espacial de las mismas, que hemos podido verificar en todos los casos
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mediante simulaciones de Monte Carlo. Equivalentemente, obtuvimos nuevas evoluciones en la

relajacién al equilibrio en el modelo de Ising.

Los métodos usados y /o desarrollados abren a su vez un amplio campo de posibles investiga-
ciones posteriores. Un aspecto que se puede investigar directamente es el efecto de la combinacién
de las distintas caracteristicas fractales en la reaccién. Por ejemplo, reacciones limitadas por di-
fusién anémala con una distribucién inicial de particulas altamente inhomogénea (posiblemente
fractal); etc. Al combinar incorporar més de un aspecto fractal en los sistemas a menudo ocurre
el fenémeno de subordinacidn: en forma global, todo ocurre como si existiera una séla dimensién

fractal, igual al producto de las dimensiones fractales intervinientes [241].

Consideramos que este trabajo a considerado los aspectos mas relevantes al incorporar dis-
tribuciones fractales en las reacciones limitadas por difusién de una tnica especie, y que ofrece
métodos apropiados para el estudio de aspectos mas complejos, como por ejemplo el recién men-

cionado, y para su extensién a reacciones multi-moleculares.
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Capitulo 16

Apéndices

16.1 Apéndice A: Teorema Tauberiano

En este apéndice resumimos la versién de teorema tauberiano (Ref. [73], pag. 208) que hemos
usado a lo largo de este trabajol.

Sea F(t) real y L{F} = f(u) su transformada de Laplace, que converge para u > 0. Sea

L(z) una funcién continua y pesitiva para z > 0, con la propiedad

IJJL((ZZ)) ~+ 1 para todo z > 0, cdo. z = > (0 z — 0). (16.1)
T
Si

flu) ~ Cu™7 L(1/u) (y>0) parau— 0 {ou— oo, respectivamente). (16.2)

y F(t) > 0, entonces vale que

t
&(t) = / F(r)dr ~ _C tY L(t) para t = oo (0 t — 0, respectivamente). (16.3)
0 F(y+1)

Si uno hace la suposicién adicional de que F'(¢) es monédtona creciente:
F(t;) < F(ts) para 0<t; <t

entonces para el caso en que L(z) = 1, uno puede describir, para ambos casos extremos (t —

0,t - o0), no sélamente el comportamiento asintético de fé F(1) dr, sino también el de F(t):

F(t) ~ _Cr para t — oo (o t — 0, respectivamente). (16.4)

T(y+1
16.2 Apéndice B: Funcién de Bessel I,(z)

A lo largo de este trabajo aparece repetidamente la funcién de Bessel I,,(z), como consecuencia

de trabajar en un espacio discreto {en la red). A los fines de claridad, resumimos en este apéndice

T Al termipar esta tesis aparecié el libro de ref. [25] con un capitulo donde G. Weiss por primera vez explica detallada-
mente algunos aspectos del uso de los Teoremas Tauberiano, frecuentemente mencionado en sus articulos. Ver también
ref. [74]
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algunas propiedades usadas: Defipicién:
. :
I(t) = :}r. / dz ccs(n:c)etws(’) ;o on=0,%1,%£2,... (16.5)
0

En la representacién de Laplace es

=<} —ut _ 1 A ]
/0 dte™ L) = s (u+ m) (16.6)
I(t) = I_,(¢t) (16.7)
}:; 2" I (t) = exp[-%(z +1/z)] (16.8)
i L ()4, (t) = I.(2t) (16.9)

Cuando el indice r es grande, el desarrollo asintético es:
eT

Iroo(T = 0) = e [1-1/r)7/2-1/8 (16.10)

16.3 Apéndice C: Desarrollo de la Funcién de Green de redes
hipercibicas

En este apéndice se resenia la manera de obtener un desarrollo sistematico de la integral de red
hiperciibica. Estd basado en discusiones con Larry Glasser [91] y complementa el método usado

en el capitulo 12.

Para considerar un ejemplo concreto, consideremos la red sc¢ tetradimensional:

P4(0 )“i/”/”/”/” dky dko dk3 dky
W E =0 o Jo Jo Jo 1—%[cos(ky)+ cos(ka) + cos(k3) + cos(kq)]’

Reescribimos esta integral en la forma

Py(0,2) = 4 /Ooo e ¥ Iy(z2)? dz (16.11)
4 [A(z) + B(2)]

li

donde .
o0
A(z) =/ e Iy(zz)t dz and B(z) =/‘ e ¥ Iy(z2) dz
0 1

Un desarrollo en serie de Taylor para (1 — z) pequefios conduce a
Alz) = A +a(l—-2)+ ...,

con a = —4 fy dz e™** z Iy(z)*I1(z) = —0.0666256621337...

Para B(z) podemos usar la forma asintética de Ip(zz)*:

— 1 i —4(1~z}z 1 3 1

B(z, = PR /1 dz e 1+ . + 82252 +...] )
Ey[4(1 - 2)]  F3[4(1 - 2)) + 3E4{4(1 - 2)] +

47222 8m2z3 327224 "
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donde

o0 e«z:
E.(z) = /1 —dz

es la funcién exponencial integral (o “Schlémilch function”) definida en ref. [72]. Desarrollando

hasta el primer orden en 1 — z obtenemos
1 1
B(z) = cte.+ —(1 - 2)In(1 - 2) + b(1 - 2) + —(1- 2)%In(1 - 2) + 01 - 2)?

donde b = [In(4) — 11/16 — y*/4]/n% = 0.0561816282. .., con 7* = 0.5772156649... la constante

de Euler. De esta manera encontramos que
P4(0,2) = P4(0,1) + ;45(1 —z)In(1-2)+4{a+b)(1-2) - %(1 —2)?In(1-2)+0O(1-2)% (16.12)

con P4(0,1) = 1.230467116424. .. calculada numéricamente mediante la expresién (16.11).
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